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Introduccion

El estudio de los campos finitos tiene una larga historia y data
de los siglos xvii y xvii, con P. de Fermat (1601-1665), L. Euler
(1707-1783), J.A. Lagrange (1736-1813) y A.M. Legendre (1752-1833),
quienes enfocaron su estudio principalmente a los campos de la forma
Zy, es decir, enteros modulares donde p es un namero primo. La teoria
de campos finitos como se conoce actualmente comenzoé a fines del
siglo xvir y durante el siglo xix, los principales impulsores fueron C.
F. Gauss (1777-1855), E. Galois (1811-1832), R. Dedekind (1857) y E.
H. Moore (1893), entre otros. El trabajo que realizé E. Galois referente
al estudio de estos objetos matematicos marca el comienzo de los
campos finitos, conocidos también como campos de Galois, los cuales
han jugado un papel importante en varias areas de las matematicas.

En las ultimas décadas el estudio de los campos finitos se ha
visto fuertemente impulsado, gracias en buena medida al desarrollo
de la computaciéon y las comunicaciones digitales, en especial por su
aplicacion a la deteccion y correccion de errores en la transmision de
informacion, es decir, en el estudio de la Teoria de Codigos, asi como
en el manejo de la seguridad de la informacion, particularmente en
relacion a los cifrados, es decir, a la Criptografia. Sin embargo, estas no
son las unicas areas relacionadas con los campos finitos, entre otras
se encuentran las siguientes: combinatoria, geometrias proyectiva y
finitas, asi como el estudio de la transformada discreta de Fourier,
teoria espectral, procesamiento digital de senales. El propoésito de las
presentes notas es dar al lector una introduccion al estudio de los
campos finitos. De particular importancia es la construccion de estos
objetos matematicos y sus propiedades. Ademas, como aplicacién de
los eneros modulares se daran los elemenos del sistema de cifrado
conocido como RSA (por las iniciales de los apellidos de las personas
que lo disenaron: R. Rivest, A. Shamir y L. Adleman) y en el caso de
los campos finitos se dara una introduccion a la Teoria de Codigos
Lineales Detectores-Correctores de Error, particularmente de una clase
importante de estos: los codigos ciclicos.
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viii INTRODUCCION

Estas notas estan organizadas de la siguiente manera: en el
capitulo 2 se recordaran algunas nociones y resultados basicos de
Teoria de Numeros, particularmente sobre enteros modulares los cuales
proporcionan ejemplos basicos de campos finitos, y quiza los primeros
campos de esta naturaleza conocidos por P. de Fermat, L. Euler y E.
Galois, como ya se menciond antes. En el capitulo 3, basado en los
enteros modulares y algunas de sus propiedades, se dan los elementos
del sistema de cifrado RSA. En el capitulo 4 se presenta un método
para la construccion de campos finitos. Este método esta basado en
una de las formas algebraicas de construir los nimeros complejos a
partir del polinomio (irreducible) x> + 1 y en el capitulo 5 se presentan
algunos resultados generales de los campos finitos. Existe una gran
variedad de aplicaciones de estos campos, como ya se menciond
antes, de las cuales en el capitulo 7 se discute una relacionada con
codigos detectortes-correctores de errores usados en la transmision
de informacion por canales convencionales. Ademas, a manera de
ilustracion, se mencionan ejemplos de algunos codigos que se usan
en la vida cotidiana. De particular importancia por sus aplicaciones
(por ejemplo en los aparatos reproductores de CD’s) son los codigos
ciclicos en los cuales se pone de manifisesto la estructura del anillo de
polinomios en una indetermianda con coeficientes en un campo finito
y el anillo cociente del anillo de polinomios. Esto se desarrollara en el
capitulo 8.

El lector interesado en temas relacionados con los campos finitos y
aplicaciones puede consultar las diversas referencias que se presentan
al final de estas notas, las cuales se han agrupado en aquellas
que tratan sobre diversos aspectos de los campos finitos, teoria de
codigos, criptografia y teoria de niimeros, entre otras. Se han agregado
direcciones en internet donde se pueden consultar temas relacionados
con algunas areas afines a los campos finitos, asi como algunas revistas
relevantes al tema.

Deseo agradecer la colaboracion de Araceli Sanchez Balbuena quién,
entre otras cosas, realiz6 los ejemplos con el paquete computacional
GAP (Groups, Algorithms and Programming) y las lecturas que hizo
de texto de estas notas. También deseo agradecer al Departamento
de Matematicas de la Universidad Autonoma Metropolitana, Unidad
Iztapalapa por la invitacion a presentar este material en este Coloquio.
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Capitulo

Un anillo importante

El proposito de este capitulo es el de recordar algunos conceptos de
Teoria de Numeros, particularmente los enteros modulares, los cuales
proporcionan ejemplos importantes de campos finitos. A partir de
estos campos se construiran otros campos finitos como extensiones
algebraicas. Ademas de proporcionar ejemplos de campos finitos, los
enteros modulares son la base para el sistema de cifrado de llave
publica conocido como RSA (por las iniciales de los apellidos de las
personas que lo disefiaron: R. Rivest, A. Shamir y L. Adleman). Este
sistema de cifrado se describira en el siguiente capitulo para lo cual
se recordaran algunos conceptos relacionados con el anillo de enteros
modulares. Comenzaremos por recordar algunos conceptos basicos
como son el de grupo, anilloy campo.

1.0.1. Conceptos basicos.

DEFINICION 1.0.1. Un grupo es una pareja (G,o) donde G es un

conjunto no vacio y “o” es una operacion binaria en G tal que:

113 n

(1) G es cerrado bajo la operacion “ o ", es decir, si a,b € G
entoncesaob e G
(2) La operacion “o” es asociativa: si a, b, c € G entonces

(@aob)oc=ao(boc)
(3) Existe un elemento (inico) e € G tal que
eocg=goe=g
para todo g € G. Al elemento e se le llama la identidad de G.
(4) Para cada elemento a € G existe un elemento (inico) x € G tal
que
aox=xoa=e
Al elemento x con esta propiedad se le llama el inverso de a.

Obsérvese que la condicion 4) es equivalente a decir que la ecuacién
ax = e tiene solucion (inica) en el conunto G.

1



2 1. UN ANILLO IMPORTANTE

Si ademas la operacion satisface:
aob=D>boa, para todo elemento a, b € G,

se dice que el grupo es conmutativo. El grupo (G,o) es finito si la
cardinalidad del conjunto G es finita, en otro caso el grupo es infinito.

Estamos seguros que el lector conoce los siguientes ejemplos de
grupos: (Z,+), (R, +), (Q, +), (C, +); los numeros enteros, reales, racionales
y complejos, respectivamente, donde la operacién es la suma de
los elementos en cada caso. También (R*,x),(Q*,x),(C*,*); donde
K* = K\ {0}, son grupos donde la operacion es la multiplicacion de los
elementos en cada caso. Obviamente estos son grupos conmutativos
de orden infinito.

A continuacién se daran dos ejemplos de grupos finitos, uno
conmutativo y el otro no-conmutativo.

Ejemplo 1. (raices cuartas de la unidad). Sea G4 = {1,i,—1,—i}
donde i es el nimero complejo tal que i> = —1. Dado que G4 es un
subconjunto de los numeros complejos, la operacion en G, se toma
como la multiplicacién en C. El hecho que (G4, *) cumple todas las
propiedades para ser un grupo (finito, conmutativo) se puede ver de la
siguiente tabla:

* ‘ 1 i -1 —i
1 1 i -1 —i
i i -1 —i 1
-1]-1 —-i 1 [
—i|—i 1 i -1

Observaciones.

(1) Gy={i" : n€Z} ={1,i,i* = -1, = —i}, es decir, G4 es un
grupo ciclico generado por el elemento i. Otro generador de
este grupo es —i.

(2) Los elementos de G, satisfacen la relacién: X* = 1, es decir,
son las raices (complejas) cuartas de la unidad.

Ejercicios.

(1) Probar que las raices quintas de la unidad, con el producto de
numeros complejos, es un grupo ciclico. Determinar todos los
generadores de este grupo.

(2) En general, si n > 1 es un entero, probar que las raices
n-ésimas de la unidad son un grupo ciclico de orden n y
determinar todos sus generadores.
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EjEmMpLO 1. 2. (Grupo simétrico). Sea A un conjunto con n elementos
y sea
Spn={0:A — A, o es funcion biyectiva}

Se define la operacién en S,, como la composiciéon de funciones “o”.

Entonces la pareja (S, o) es un grupo finito de orden n!. Si n > 4, este
gupo no es conmutativo. Este grupo es uno de los mas importantes en
el estudio de grupos finitos. A continuacion, a manera de ilustracion,
se describe la tabla de este grupo para el caso de n = 3.

Ahora recordemos la definicion de un anillo.

DEFINICION 1.0.2. Un anillo es un conjunto A con dos operaciones,
“+ "y “x" tales que:

(1) (A, +) es un grupo conmutativo.
(2) “x” es asociativa, es decir, para todo a, b, c € A:

axbxc)=(ax*b)x*c
(3) La ley distributiva se satisface, es decir, para todo a, b, c € A:

axb+c)=axb+axc, (b+c)xa=bxa+c*xa

Un anillo (A, +, *) es:

e conmutativo, si la operacion “x” es conmutativa.
e con identidad si A tiene una identidad multiplicativa.
e de division si (R* = R — {0}, %) es un grupo.

Como ejemplos de anillos se tienen: (Z,+,x), (R,+,x), (Q,+,*),
(C, +, %); los nimeros enteros, reales, racionales y complejos, donde las
operaciones son la suma y producto usuales de los elementos en cada
caso.

A continuacién se daran otros ejemplos de anillos.

Ejemplo 1. (Anillo de polinomios.) Sea K alguno de los siguientes
anillos: R, Q, C y sea

1

Klx] ={f(x) = apnx"+an_1x"""+---+a1x+ap, a; € K,n > 0, entero}

es decir, K[x] consiste de todas las expresiones algebraicas en la
indeterminada “x” con coeficientes en K. A estas expresiones se les
llama polinomios. El entero n es el grado del polinomio y los elementos
an,an_1,...,ag son los coeficientes del polinomio.

Con las operaciones de suma y producto de polinomios definidos
en la forma natural (como nos ensenaron en cursos basicos de algebra),
se tiene que (K[x], +, *) es un anillo conmutativo (infinito).
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observacion. Se puede definir el conjunto de expresiones age-
braicas en varias indeterminadas con coeficientes en K, es decir, poli-
nomios en varias variables con coeficientes en K, asi como una suma y
producto con las cuales este conjunto es también un anillo conmutativo.

Ejemplo 2. (Anillo de matrices.) Sea n > 1 un entero, K como en el
ejemplo anterior y denotemos por ., (K) al conjunto de matrices n x n
con entradas en K. Con las operaciones usuales de suma (+) y producto
(%) de matrices se tiene que (., (K), +, *) es un anillo no-conmutativo (si
n > 1).

En la siguiente seccion se proporcionaran otros ejemplos de
anillos (conmutativos), los cuales jugaran un papel muy importante,
particularmente en el siguiente capitulo.

Ejercicio. Dar otros ejemplos de anillos.

Recordemos ahora la definicién de otra estructura algebraica que
sera de muy importante a lo largo de estas notas.

DEFINICION 1.0.3. Un campo es una terna (F,+,*) donde (F,+) es
un grupo conmutativo y si F* = F\ {0}, (F*, «) es tambien un grupo
conmutativo. En particular todo elemento distinto de cero de F tiene
inverso multiplicativo.

Como ejemplo de campos se tiene: (K,+,*) donde K = R,Q,C. El
conjunto
QU)={a+Dbi:a,beQ}
con las operaciones inducidas de los nimeros complejos es tambien
un campo (un subcampo del campo de los numeros complejos).
Obviamente estos campos no son finitos. En el capitulo 4 se presentaran
otros ejemplos de campos finitos.

Ejercicio. Dar otros ejemplos de campos.

Otro concepto que serad de gran utilidad es el siguiente:

DEFINICION 1.0.4. Un espacio lineal o vectorial sobre un campo K es
una terna (V, +, -), donde (V, +) es un grupo conmutativoy “-" : KxV — V
es una operacion (multiplicacion por escalares) tales que:

1) (x+B)-v=0«o-v+p-v, para todo escalar &, € K, y todo
elemento v € V.

(2) o-(u+v) = x-u+«x-v, para todo escalar ¢ € Ky todo elemento
u,vev.

Aunado al concepto de espacio vectorial esta el de basey dimension.
Como ejemplo de espacio vectorial de dimension finita n se tiene el
producto cartesiano R™ el cual es un R-espacio vectorial de dimensiéon
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n, y una base (canonica) esta dada por los vectores ¢; = (0,0, ...,1,...,0)
donde la coordenada 1 aparece en el lugar i, para i = 1,2,...,n. Un
ejemplo de espacio vectorial sobre el campo de los nimeros complejos
es C", el cual es de dimensién n sobre C pero de dimension 2n sobre
R. En las siguientes paginas se introducira el campo de los niimeros
binarios, F,, y en forma analoga a los ejemplos anteriores se tiene el
espacio vectorial F} sobre los binarios el cual es tambien de dimension
n sobre este campo pero ademas es finito con 2" elementos. Este
espacio vectorial juega un papel muy importante en computaciéon y
en el estudio de diversos aspectos de la informaciéon (transmision y
seguridad) como se vera mas adelante.

1.1. Un anillo interesante

En esta seccion se describira un ejemplo de anillo (finito) que es
muy importante desde varios puntos de vista y es usado en diversas
areas de la matematica, computacion e ingenieria, entre otras, el cual
se usara en estas notas, particularmente en los capitulos 3 y 4, nos
referimos al anillo de enteros modulares.

1.1.1. Relaciéon de equivalencia. Motivemos el concepto de rela-
cién de equivalencia con el siguiente ejemplo.

Sea M el conjunto de todos los ciudadanos mexicanos con acta de
nacimiento emitida en alguna de las 32 entidades federativas.

En este conjunto se define la siguiente relacion entre sus elementos:

dos ciudadanos estan relacionados siempre y cuando su acta de
nacimiento sea de la misma entidad federativa.

Observemos lo siguiente:

e Cualquier ciudadano esta relacionado consigo mismo:
A~ A

e Si el ciudadano A esta relacionado con el ciudadano B,
entonces el ciudadano B esta relacionado con el ciudadano
A:

si A ~ B, entonces B~ A

e Siel ciudadano A esta relacionado con el ciudadano B, y B esta
relacionado con el ciudadano C, entonces el ciudadano A esta
relacionado con el ciudadano C:

si A~B y B~ C, entonces A~ C
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Ejercicio. Dar ejemplos de cojuntos y una relacion entre sus
elementos tal que satisfaga las propiedades anteriores.

Este ejemplo sugiere la siguiente:

DEFINICION 1.1.1. Una relacion “ ~” entre los elementos de un

conjunto S es de equivalencia si:

o es reflexiva, es decir,

e es simétrica, es decir,
si a~b, entonces b ~ a
e es transitiva, es decir,
si a~by b~c, entonces a~c
para todo elemento a, b, c € S.

Observacion. El ejemplo anterior de la relacion entre los ciu-
dadanos, es de equivalencia.

A los subconjuntos S; se les llama clases de equivalencia y a cada
elemento en una clase de equivalencia se le llama un representante de
la clase. En el ejemplo de los ciudadanos, las clases de equivalencia son
32 y corresponden a las entidades federativas de México. Por ejemplo,
un representante de la clase de Michoacan es cualquier ciudadano con
acta de nacimiento de esa entidad federativa.

Ejercicio. Dar dos ejemplos de relacion de equivalencias y dos
ejemplos en los cuales la relacion definida no sea de equivalencia.

Observacion. Toda relacion de equivalencia en un conjunto S
induce una particion del conjunto, es decir, existe una coleccion
{Si, i € I} de subconjuntos de S tal que:

b SZUieISi
e SiNS;=0,i#j

1.1.2. Algunos resultados del anillo de enteros. En esta seccion
se recordaran algunos conceptos importantes del anillo de los enteros
(racionales) Z.

1.1.2.1. Algoritmo de la Division. Este algoritmo dice lo siguiente:

Dados n, m enteros, existen enteros q, v tales que:

m=nq+v, 0<r<n-1
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1.1.2.2. Maximo comun Divisor (MDC). Dados los enteros n, m existe
otro entero d tal que:

e es un divisor comun de n 'y m.
e es el maximo de los divisores comunes de estos enteros.

La siguiente es una notacién comun para denotar al maximo comun
divisor de los enteros m y n: d = mcd(n, m) o simplemente d = (m, n).

1.1.2.3. Algoritmo de Euclides. Un resultado importante en el
estudio del anillo de los enteros Z es el siguiente:

El MCD de dos enteros n, m se puede expresar, de manera unica,
como combinacion lineal de estos enteros (algoritmo extendido de
Euclides):

d=an+bm

Los resultados anteriores se han enunciado para el anillo de los
numeros enteros Z, pero si en el lugar adecuado se cambia un entero
por un polinomio, se tienen los mismos resultados.

1.1.2.4. Otras propiedades. Como consecuencia de algunas de las
propiedades antes mencionadas para el anillo de los enteros y de
polinomios en una indetermiadad con coeficientes en un campo, se
tienen los siguientes resultados:

TEOREMA 1.1.2. El anillo de los enteros 7. (polinomios K[x], K campo)
es de factorizacion unica, es decir, todo elemento se puede expresar de
forma vinica como producto de elementos irreducibles.

TEOREMA 1.1.3. El anillo de los enteros 7 (polinomios K[x], K campo)
es de ideales principales, es decir, todo ideal esta generado por un
elemento.

Ejercicio. Dar una demostracion de los resultados anteriores.

Entre otras cosas los enteros Z y los polinomios K[x] (K campo)
son ejemplos de los llamados anillos euclideanos.

1.1.3. Enteros modulares. Ahora se introducira una relacion de
equivalencia en el conjunto de los nimeros enteros Z, la cual va a
ser muy importante a lo largo de estas notas, particularmente en el
siguiente capitulo.

Con las propiedades de los niumeros enteros mencionadas anteri-
ormente, consideremos el siguiente ejemplo:

Sea n un entero (positivo), digamos n = 4 y definase la siguiente
relacion entre los elementos de Z (enteros):

para a,beZ,a~b si a—b=kn
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es decir, a ~ b, si su diferencia es un multiplo de n, en este caso
a—b=4k.

Por ejemplo, 19 y 5 no son equivalentes ya que 19-5=14, el cual no
es multiplo de 4. Sin embargo 19y 3 son equivalentes: 19—3 = 16 = 4(4)
y 3 —19=—-16 = 4(—4), es decir, 3 y 19 son equivalentes también.

Tenemos ahora la siguiente afirmacioén: la relacion definida anteri-
ormente es de equivalencia.

Ejercicio. Comprobar que efectivamente esta relacion es de
equivalencia.

Como toda relacion de equivalencia induce una particion, en este
caso se tienen 4 clases de equivalencia:

0, 1,2 3
Asi por ejemplo, la clase 2 consiste de todos los enteros m tales
que m — 2 = 4k, es decir, la diferencia m — 2 es un multiplo de 4. Por

ejemplo, 2, 6, -2, -6 estan en la clase de equivalencia 2, es decir, son
representantes de esa clase de equivalencia.

Ejercicio. Dar algunos representantes de las otras clases de
equivalencia en este ejemplo.

El ejemplo anterior motiva introducir el siguiente concepto.

Sea n un entero (positivo) y definase la siguiente relacion en los
numeros enteros Z:

a~b < a—b=nk

es decir, los enteros a y b estan relacionado si su diferencia a — b es
un multiplo del entero n.

Asi como en el ejemplo anterior se puede ver facilmente que esta
relacién es de equivalencia.

Ejercicio. Mostrar que esta relacion es de equivalencia.
Notacion. Esta relacion se acostumbra expresarla como:
a=bmodn < a—b=nk

y se lee de la siguiente manera:
a es congruente con b modulo n si y solo si su diferencia es un
multiplo de n

Las clases de equivalencia inducidas por esta relacion (de equiva-
lencia) se denotaran por:

0,1,....n—1
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Al conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia modulo n
se acostumbra denotarlo por:

Zn =7/nZ={0,1,...,n — 1}

y se le llama el conjunto de enteros médulo n o simplemente enteros
modulares (modulo n).

Obsérvese que con la ayuda de la relacion de congruencia moédulo
un entero n, definida en el conjunto de los niimeros enteros, se obtiene
un nuevo conjunto, los enteros modulares, cuya cardinalidad es 7.

Por ejemplo, si n = 6:
Z¢=1{0,1,2,3,4,5}
Ejercicios.
(1) Determinar en qué clase de equivalencia del ejemplo anterior
estan los siguientes enteros: -1, -211, -48, 28 — 1, 1111, 22°,
(2) Dar un representante de las clases de equivalencia de Zg que
tengan al menos 5 digitos, algunos positivos y otros negativos.
(3) 4Cudl es la clase de equivalencia del entero 23° — 1 en Z;(?
(4) Determinar el conjunto Z,; y dos representantes de cada una
de sus clases de equivalencia.

Con la ayuda del algoritmo de la division, veamos como se obtiene
de forma natural un representante de cada clase de equivalencia de los
enteros modulares.

Sea m un entero (positivo) y sea a cualgier otro entero. Por el
algoritmo de la division se tiene que:

a=r+kn,con0<r<n
es decir, a — ¥ = kn, equivalentemente, a = v mod n

En otras palabras, el entero a es congruente modulo n al residuo
que se obtiene de dividir a a por el entero n. Por consiguiente, la clase
de equivalencia del entero a es la misma que la de su residuo: @ = 7. Por
la propiedad que tiene el residuo, se sigue que s6lo hay n posibilidades

para las clases de equivalencia: 0, 1, ...,n — 1. Por consiguente:
Z/nZ=1{0,1,...,n—1}

y como consecuencia se tiene que la cardinalidad de los enteros modulo
nes: |Z/nZ| = n.

Como el conjunto de los enteros modulares Z,, se construyo a partir
del anillo de los enteros con la ayuda de una relacién de equivalencia
(congruencia modulo n), una pregunta natural es si este conjunto de
enteros modulares es tambien un anillo. Para tal proposito es necesario
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definir la suma y producto y ver que estas operaciones satisfacen las
propiedades para ser un anillo.

Veamos como se define la suma de los elementos a y b de Z/nz,
es decir, la suma de esas clases de equivalencia. Sea a un representante
de la clase de equivalencia a y b un representante de la clase b.

Como esos representantes son enteros, a + b es otro entero.
Aplicando el algoritmo de la divisiébn se tiene que a + b = ¢ + ¥n,
con 0 < ¢ < ny por lo tanto los enteros a + b y ¢ determinan el mismo
elemento de Z/nZ que. De manera analoga, a b es el elemento de 7,
que se obtiene de tomar el producto de los enteros a y b y obtener el
residuo al dividirlo por n.

Por facilidad de notaciéon en lo sucesivo y esperando no haya
confusion, se omitira la barra para denotar los elementos de los enteros
modulares. Las siguientes tablas muestran la suma y producto sobre
los enteros modulo n =6, Zs = {0, 1,2, 3,4,5}:

+/0 1 2 3 4 5

*11 2 3 4 5
0/0 1 2 3 4 5

111 2 3 4 5
111 2 3 4 5 O

212 4 0 2 4
212 3 4 5 01

3/3 0 3 0 3
3/13 4 5 01 2

414 2 0 1 2
414 5 01 2 3 sls 41 2 1
5/5 01 2 3 4

Ejercicio. Probar que la terna (Z,, +, %), donde “+ "y “ « " son las
operaciones definidas anteriormente, es un anillo conmutativo, finito,
con identidad.

Obsérvese que en el caso de (Zg,+,*) no todos los elementos
tienen inverso bajo la multiplicaciébn. Veamos por ejemplo que
en el caso (Z,+,*), todos los elementos distintos de cero tienen
inverso multiplicativo. Para esto basta dar la tabla de multiplicar
correspondiente:

*|1 2 3 4 5 6
1/1 2 3 4 5 6
212 4 6 1 3 5
3/3 6 2 5 1 4
414 1 5 2 6 3
5/5 3 1 6 4 2
6|6 5 4 3 2 1

En este caso la terna (Z;,+,*) es un anillo (conmutativo) donde
todo elemento distinto de cero tiene un inverso multiplicativo, es decir,
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(Z7,+,%) es un campo finito ya que su cardinalidad es 7. Obsérvese
también que el conjunto Z3 = Z; \ {0} = {1,2,3,4,5,6} es un grupo
ciclico (multiplicativo), es decir, esta generado por alguno de sus
elementos: Z3 =< 2 >.

Uno de los ejemplos mas sencillos e importantes de los enteros
modulares es el campo de los numeros binarios: (Z;, +, x). Otra notacion
para denotar a este campo es: F, o GF(2).

Normalmente un ingeniero en Electrénica considera a este conjunto
pensando que “pasa” o “no pasa” corriente; una persona en Ciencias
de la Computacion lo piensa como “bits”, los cuales se “encienden” o se
“apagan”. Las“tablas” de sumar y multiplicar de los nameros binarios
son las siguientes:

— o+
= oo
O | =
— Of ¥
[=ie] Re)
=l

Con la ayuda de los enteros modulares se puede dar bastantes
ejemplos de campos finitos, de acuerdo al siguiente resultado:

TEOREMA 1.1.4. Sea n un entero positivo. El anillo (Z/nZ,+, x) es un
campo si'y solo si n es un nimero primo. Si n es primo 7 = Z,, \ {0},
su grupo multiplicativo, es ciclico de orden n — 1.

Ejercicio. Dar una demostracion de este resultado.

El resultado anterior provee de un gran numero de ejemplos de
campos finitos: tantos como niimeros primos existen. Pero hay muchas
preguntas por hacer, por ejemplo, si el moédulo n es suficientemente
grande, digamos del orden de 50, 100 o 150 digitos, ;como se podra
hacer la aritmética en el anillo correspondiente? En particular, ;como
determinar si un elemento de Z, tiene inverso multiplicativo y en caso
afirmativo como se obtiene este? , o bien, ;qué otro tipo de campos
finitos existen, como se realiza su aritmética y qué propiedades tienen?

Una pregunta natural que se puede hacer el lector es la siguiente:
;donde se usan los anillos de la forma Z/nZ donde n es un entero
del orden de 100 o 150 digitos? o bien jdonde se usan otros campos
finitos? Una respuesta a la primera pregunta es que el anillo Z/nZ
con n grande, se usa en el sistema de cifrado (o encriptado) conocido
como RSA, donde ademas varios de los resultados basicos de Teoria de
Numeros como el Teorema (pequeio) de Fermat, la funcion de Euler y el
Teorema de Euler, entre otros, son de suma importancia en este sistema
criptografico. Una respuesta a la segunda pregunta es que los campos
finitos se usan, por ejemplo en la deteccion y correcion de errores que
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se adquieren en la transmision de informacion por cualquier medio
convencional (teléfono, satélite, internet, etc.), en el contexto de la
Teoria de coédigos lineales. Ademas de que tambien se usan en otros
tipos de cifrado como el AES (Advance Encryption Standard, de llave
privada) o bien en los de llave publica como es el basado en curvas
elipticas o hiperelipticas definidas sobre campos finitos. En capitulos
posteriores se dara una introduccion a teoria de codigos lineales.

En el capitulo 3 se describira el sistema de cifado RSA, el capitulo
4 se daran algunos ejemplos de campos finitos, se presentara una
construccion general de estos objetos y se veran algunas de sus
propiedades.

1.1.3.1. Unidades de Z,. En esta secciébn se recordaran varios
conceptos importantes en el estudio del anillo Z,, de enteros modulares,
como su grupo de unidades, Teorema (pequefio) de Fermat, funcién de
Euler,Teorema de Euler y algunas de sus propiedades. Normalmente
estos conceptos se estudian en un curso basico de Teoria de Numeros.

Comencemos con algunos ejemplos y observando que hay unas
diferencias entre Zg y Z7, las cuales se pueden ver facilmente de sus
tablas de multiplicar:

(1) En el caso Zg se tiene que: (2)(3)=0 y en el caso Z,, (a)(b) = 0
solo si a o b es igual a 0.

(2) Laecuacién aX =1 (a # 0) no siempre tiene solucion en Zg (por
ejemplo si a = 2, 3,4), en cambio esta ecuacion siempre tiene
solucion en Z; (a # 0), es decir, no todo elemento (distinto de
cero) en Zg tiene inverso bajo el producto, sin encambio en Z,
todo elemento distinto de cero tiene inverso bajo el producto.

Las observaciones anteriores permiten dar la siguiente:

DEFINICION 1.1.5. Se dice que un elemento a de Z, es unidad si
tiene inverso multiplicativo.

El conjunto de unidades de Z, se denotara por (Z,)* o bien por
U(Zy).
Ejemplos.
(1) El conjunto de unidades de Zg es: (Zg)* = {1,5}.
(2) El conjunto de unidades de Z; es:
(Z7)>'< = {1’ 2’ 3’4’ 5’ 6} = Z7 - {0}
A continuacion se dara un criterio para determinar cuando un
elemento de Z,, es unidad.

PrOPOSICION 1.1.6. Un elemento a € 7, es unidad si y solo si
cualquier representante de la clase a es primo relativo con n.
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DEMOSTRACION. Veamos primero que si a es un representante de
la clase a@ y es primo relativo con #, entonces esa clase es una unidad
en Z,. Como se mencion6é anteriormente, el MCD de dos elementos
es combinacioén lineal de dichos elementos. En nuestro caso, dado que
(a,n) =1 existen enteros s, k tales que:

1=as+mnk

Tomando clases modulo # se tiene que: as = 1, es decir @ es invertible.
El reciproco se deja al lector como ejercicio. O

De acuerdo a este resultado, para determinar si un elemento de 7Z,,
es invertible, basta ver que cualquiera de sus representantes es primo
relativo con n, pero jcomo se logra esto? Aqui es donde el algoritmo
de Euclides es de gran ayuda Supongase ahora que ya se conoce que
cualquier representante de una clase de Z, es primo relativo con n, la
pregunta ahora es: ;como se obtiene su inverso? La respuesta esta dada
por el Algoritmo Extendido de Euclides, por medio del cual se puede
dar la combinacién lineal de la forma 1 = as + nk de donde se obtiene
facilmente el inverso de la clase @:a@ ! = 5.

Ejercicio. Determinar el conjunto de unidades de 7Z, para
n=10,13,16,50.

En base a estos ejemplos (v ejercicios) se tienen las siguientes
preguntas:

(1) Si n es un entero grande, o en general, jcomo saber si un
elemento de Z, es unidad?, en caso afirmativo jcual es el
inverso de este elemento?

(2) ;Cuantas unidades hay en Z,,?

1.1.3.2. Funcion de Euler. Una forma de definir la funcién de Euler
es la siguiente:

DEFINICION 1.1.7. La funcién de Euler ¢ : N — N esta definida
como @(n) = |U(Z,)|.

De la proposicion anterior se sigue que:
pm)=|{x: 1<x<n, (x,n)=1}|

Por ejemplo si p es un nimero primo, entonces @(p) = U(Z,) = p—1,
es decir, todos los elementos distintos de cero de Z son invertibles,
equivalentemente, Z, es un campo (finito con p elementos).

Ejercicio. Determinar el nimero de unidades del anillo Z,, para
n =38,10,15,91.

La funcion de Euler tiene varias propiedades interesantes, entre las
cuales se pueden mencionar las siguientes:
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TEOREMA 1.1.8. (1) Sip es un primo y v es un entero positivo,
entonces

PP =p —pl=p" Q- %).

(2) Si n y m son enteros (positivos) primos relativos entre i,
entonces
@(nm) = p(n)p(m)
(3) Si la descomposicion del entero n como producto de primos
(distintos) es p\'py* - - - p{', entonces

en) = ppPpr)--- Pp))

DEMOSTRACION. La primera afirmacion es facil de probar y se deja
como ejercicio al lector. La ultima es consecuencia de la segunda, y la
demostracion de esta también se deja como ejercicio al lector. O

Observacion. La afirmacion 2) del teorema anterior es equivalente

PROPOSICION 1.1.9. Si(n,m) = 1 entonces el grupo Z,., es isomorfo
al grupo Z,, X Zoy,.

Observacion. Un caso particular de la afirmaciéon 2) del teorema
anterior y la cual se usara en el siguiente capitulo es la siguiente:

Si p v g son primos distintos, entonces
ppa)=p—-1a—-1)

1.1.4. Dos resultados importantes de los enteros modulares. En
esta seccion se recordaran dos resultados importantes de Teoria de
Numeros: el Teorema (pequeno) de Fermat y el Teorema de Euler.

1.1.4.1. El Pequerio Teorema de Fermat. Este resultado de Fermat
dice lo siguiente:

TEOREMA 1.1.10. Sea p un numero primo. Entonces para cualquier
entero (positivo) a:
a’"!=1modp

Este resultado se puede enunciar también de la siguiente manera:

Si p es un numero primo entonces para todo elemento distinto de
cero a € Zy, se tiene que:

@’ '=1
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1.1.4.2. El Teorema de Euler. Este resultado, debido a Euler es
una generalizacion del Teorema de Fermat y se puede enunciar de la
siguiente manera:

TEOREMA 1.1.11. Sea m un entero (positivo) y a cualquier entero
primo relativo con n. Entonces,

a®™ =1 modn

Como se puede ver facilmente, si n es un nimero primo se tiene el
Teorema de Fermat.

El Teorema de Euler tambien se puede enunciar de la siguiente
manera:

Si n es un entero (positivo), entonces para toda unidad a € Z,, se

tiene que:
E(P(TL) =1






Capitulo

El sistema de cifrado RSA

En este capitulo se describira el sistema de cifrado de llave publica
conocido como RSA, por las iniciales de los apellidos de las personas
que lo disenaron. Este sistema esta basado en los enteros modulares y
resultados clasicos de Teoria de Numeros.

2.0.5. Motivando el sistema RSA. Supongase que A(nita) desea
enviar por algun medio convencional de comunicacion, por ejemplo
internet, un mensaje a B(arbara) de tal manera que si este es
interceptado, no se pueda conocer su contenido, es decir se mantenga
en secreto. Una forma de hacerlo es que A lo transforme de manera
que nadie mas conozca esa informacion, es decir, se cifre o encripte.

Ahora se tiene una pregunta: B(arbara) al recibir la informacion
cifrada, ;jcomo recupera el mensaje original? Una solucion es la
siguiente:

e Ambas partes A y B acuerdan elegir un numero entero,
digamos n = 21.

e La parte B elige un entero, digamos e = 5 y hace del conociento
de A la pareja (21, 5).

e Si la parte A desea enviar a la parte B cierta informacion,
digamos m = 4, que se mantenga en secreto durante el proceso
de ser enviada, A envia:

m’>=4°>=16
es decir, 4° modulo 21.

Si en el proceso algina entidad no autorizada intercepta la
informacion enviada por A, jcomo recupera el mensaje original?

Recuperar el mensaje original, equivale a encontrar raices quintas
en el anillo de enteros modulares Z/21Z. Cuando el numero n es
pequeno como en el ejemplo que se esta trabajando, es facil encontrar
las raices, pero cuando » es grande, digamos del orden de 100 digitos)
0 mas, es bastante dificil encontrar raices t-ésimas, a menos que se
tenga alguna informacion adicional.

17
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Entonces, la parte B, ;como recupera el mensaje original que le
envio A?

En este caso la informaciéon adicional y la soluciéon para que B
recupere el mensaje original esta basada en la siguiente observacion:

(45)5 — (42)5 — (45)2 — (42)2 — 44 =4
ya que 43 = 1 en el anillo Z,,.

Asi, B recupera el mensaje original elevando nuevamente a la
potencia 5 la informacion que recibio.

NOTA. Esta es la idea de las llamadas funciones de un solo sentido
con “puerta secreta”, es decir, faciles de aplicar pero (muy) dificiles de
obtener la inversa, excepto que se tenga algina informacion adicional
(“puerta secreta", “trapdoor").

El ejemplo anterior es un caso particular del sistema de cifrado

RSA, el cual se describira en la siguiente seccion.

2.0.6. El sistema de cifrado RSA. Con los resultados sobre los
enteros modulares recordados en el capitulo anterior, en esta secciéon
se describira el sistema de cifrado de llave publica RSA. El nombre
“RSA" viene de las iniciales de los apellidos de las personas que lo
disenaron: Rivest, Shamir, Adleman.

Los siguientes son los principales ingredientes que se necesitan en
el diseno del RSA:

(1) Elegir dos ntimeros primos distintos grandes p y g (del orden
de 100 digitos) y tomar el entero n = pq.

(2) Elegir dos elementos e, d € Z,, tales que d = e .

(3) La pareja (n, e) se hace publica.

(4) El elemento d es privado.

(5) La informacio6n a cifrar se toma como un elemento de Z,,.

Si A(na) desea enviar el mensaje M a B(erta) cifrado con RSA, B usa
la funcién:
@ : Ly — L, PX)=x°
Por consiguiente A determina el elemento C = (M?),, y lo envia a B.
Para recuperar el mensaje original, B usa la siguiente funcion:
Y 1Ly — Ly, P(y)=>°
En particular se la aplica a la inforacion recibida:C = (M¢),,
(€ = (M)

Como e y d son inverso uno del otro en Z,, se tiene que:
CcH=M
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Veamos como se eligen los elementos e y d. Para esto observemos
lo siguuiente:

dado que |Z};| = p(n) = (p — 1)(q — 1), es decir, ¢p(n) es el orden del
grupo 7, se tiene que x®™ =1 para todo x € Z;, (Teorema de Euler),
por lo tanto:
x*M* = x para todo x € Z}.
El elemento e se toma tal que (e, p(n)) = 1, es decir, e € Zy, en otras
palabras, e es una unidad de Z,,.

Obsérvese que (e, p(n)) = 1 es equivalente a (e, p— 1) =(e,gq—1)=1
yaque n=pqy ¢mn)=dp(p)p@ =p—1)q-1).

Una vez elegido el elemento e, su inverso d se determina de la
siguiente manera:

Como (e, ¢p(n)) = 1, por el algoritmo extendido de Euclides, se
pueden determinar enteros « y B tales que;

axpm)+PBe=axp—1)g—1)+Pe=1

1

Entonces, (B),(e) — n =1, es decir, (), =e~" =d, en el anillo Z,.

Observacion. Buena parte de la debilidad del sistema radica en
que: si se puede determinar ¢(n) = (p — 1)(q@ — 1) dado que se conoce e,
con la ayuda del algoritmo extendido de Euclides, se puede obtener d.

Determinar ¢(n) es tan dificil como determinar n. Conociendo n, e
y d es suficiente para “adivinar” cual es p v g.
Ejemplo

A continuacién se dara un ejemplo del sistema RSA, donde los
numeros primos p y g no son grandes.

(1) Identificar el alfabeto con el conjunto {0, 1, 2, ..., 25}.

(2) Mensaje a cifrar: m = SI (2 letras) — 19-26 +9 =503

(3) Sea:p=71,q=167,n=pq=11857,asi p(n)=(p—1)(q—1) =
11620

(4) Llave para cifrar: e = 117 y para descifrar: d = 9733,(d = e™)

(1) Se envia:
(SD° = (503)""” mod n = 3702 = 5(26)> + 12(260 + 10 = “ELJ"
(2) Para recuperar el mensaje:

(EL)* = (3702)°"3* mod n = 503 = “SI"

Algunas cuestiones practicas.
e jcomo determinar los nimeros primos (grandes, mas de 100
digitos) py q?
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e ;,como realizar aritmeética eficiente en Z;,, (n = pq), (exponen-
ciacion).
e Tener una forma eficiente para el algoritmo extendido de
Euclides y obtener inversos en el anillo Z,.
En las siguientes figuras se muestra un texto en claro y el
correspondiente cifrado con el sistema RSA. Para tal propoésito se uso
el software CrypTool de uso libre que se puede obtener de internet.

ejemplo.tx‘t
GnuPG

Este documento explica el uso de GHU Privacy Guard (GnuP3).
IUn sistema de encripoidn compatible con OpenPGP de cddigo abierto.

Para mantener totalmente libre este programa, no utilizamos el 4
algoritmo R3A ni otros algoritmos patentados.

Figure 2.1. Texto en claro

RSA encryption of =ejemplo. fxt>

goooooon 92 CO0 BE 76 44 7D 34 1e 4F E9 48 BA 36 06 E3 34 E9 e 8 i L e
oonoooll 3B 24 6F CD E4 53 ES 25 57 45 ES 7F 35 43 A2 A4 9% b= e ) o
nonooo2z  EE DR BE AB eE A4 GC 95 B2 CC A8 A7 De 86 3C 37 40 e R S 7@
0ooooo33 57 90 24 08 BD 59 9F 74 44 BC 63 AB A5 43 37 88 37 3 o A D ke /7 B
nonooo44  AD 55 13 0C 67 23 A3 AD C6 A3 A6 BB 41 03 Be 43 09 AEsggeesind AT
ooooooss 52 F9 78 AD 6D CD 2F DC 1F E9 37 11 E1 A% 2D E8 94 Redmrim el i e
ooooooee  F3 97 87 DS 44 5B D4 7B C3 08 E4 75 45 69 79 9D D& PO Dl P P M D
oooooo?? D3 4B 95 35 CO F1 76 6C BB F2 01 AC 64 C1 F9 67 EF b B e =
oonooo22 DB 54 95 B4 CF FE 00 CO BF A9 2B 6D 48 14 19 92 43 Sl _.4nH. . .C
ooooooss 08 7C 24 3E DE 87 C1 8C 40 B4 44 9E 64 E9 D7 F1 F1 | s Ll pe g el
oonoooid  2C 09 18 18 88 64 68 6E BB 9D 0B 70 Fe DE 97 4D 31 | . ... dhn . pso Ml
000000BE  9F DE 62 BC EE 42 6D 84 D1 &8 23 OF 28 8B 29 8C 79 bl . Bn. h# . (.).v
oooooocc 02 F3 A% 55 3F 16 80 3B 96 6D DF E6 A9 14 F5 CE 33 o
0ooooopl  DE E9 02 D1 12 4D 2E AR 73 34 CC 10 FA BD CA 09 3D

O0000OC0EE  AC 4B D9 6B 79 6D 57 90 E4 13 24 A5 0OF A2 51 56 15

ooooooFE 18

Figure 2.2. Texto cifrado con RSA



Capitulo

Construccion de Campos Finitos

En este capitulo se presentaran ejemplos de campos finitos
distintos a los enteros modulares introducidos en el capitulo anterior,
donde el modulo es un namero primo. Estos ejemplos motivaran la
introduccion de campos finitos mas generales, de los cuales se dara su
construccion. En este capitulo y en el resto de las notas F, denotara al
campo Z/pZ de enteros modulares, donde p es un numero primo.

3.1. Primeros ejemplos

Sea I, el campo de los enteros modulo 2, también conocido como
el campo de los niimeros binarios. Sea n un entero positivo y sea F} el
producto cartesiano de F, consigo mismo n veces decir,

T ={a=(agp,a1,..,an_1):a; € Fr}

Es facil ver que al conjunto F} se le puede dar la estructura de
F»-espacio lineal (vectorial), de la misma manera que se hace en el caso
de los numeros reales con el producto cartesiano R™. Obsérvese que
F? tiene cardinalidad 2".

Ejemplo 1. Como primer ejemplo veamos como se construye un campo
con 4 elementos. Consideremos el F,-espacio lineal:

F3 = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}

Como este es un espacio lineal, ya sabemos como se suman
sus elementos (coordenada a coordenada), pero ahora nos gustaria
“multiplicar”, en forma natural, los elementos de este espacio lineal.
Por ejemplo, jcual seria el producto de (0,1) y (1,1)?, de tal manera
que el resultado sea un elemento del mismo espacio lineal, es decir,
que 3 sea cerrado bajo esta multiplicacion. Uno puede darse cuenta
rapidamente que no es natural dar un producto entre los elementos
de este espacio lineal de tal manera que tenga propiedades como por
ejemplo los nimeros reales, racionales, complejos o bien los enteros
modulo un primo p. Para definir un producto entre los elementos de

21
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este espacio lineal que tenga propiedades interesantes, identifiquemos
a los elementos de F3 con expresiones de la siguiente manera:

0,00 < 0
1,00 « 1
0,1) « e
1,1) « 1+«

es decir, se tiene una biyeccion entre el conjunto F3 y el conjunto
K = {0,1,,1 + «}. Es facil ver que al conjunto K se le puede
dar estructura de grupo aditivo el cual es conmutativo (de orden
4). Observése que si en K se toma el producto, por ejemplo,
o *(1+ ) = x+«? no es tal cual un elemento de K. Sin embargo
si consideramos la relacion algebraica o> = x+ 1, entonces K es cerrado
bajo el producto natural de esas expresiones polinomiales. Mas aun,
este conjunto es un campo como se puede ver de la siguiente tabla:

« |0 1 o o+1
0 0 0 0 0

1 0 1 ¢ x+1
s 0 [o's x+1 1
x+1 |0 «x+1 1 l0'¢

Se acostumbra denotar a este campo finito como F,. o bien GF(2?).

Ejemplo 2. Siguiendo el mismo razonamiento, veamos ahora como se
puede construir un campo finito a partir de los elementos del conjunto:

IF={0,1,0(,0(2,1+0(,1+(x2,(x+0(2,1+0(+(x2}

y considerese la biyeccion entre estos dos conjuntos dado de la
siguiente manera:
Si se trata de multiplicar dos elementos del conjunto F, por ejemplo

(x+o®)A+02) =+ o + &3 + o

usando las reglas de multiplicacion de polinomios, se ve que la
expresion resultante no es ninguno de los elementos del conjunto
F. Asi como en el ejemplo anterior, para que el cojunto sea cerrado
bajo este producto, se necesita que « satisfaga una relaciéon algebraica.
Por ejemplo 1+ o+ o = 0, 0 equivalentemente, o = 1 + . Usando esta
relacion, se tiene que:
(@+o®)1+a)=1+a=0c

Obsérvese que:

x+ol+l+ot =0+ +0x+c3)+0 +®

es decir, para obtener el resultado del producto (o+o?)(1+x?), se efectiia
éste como si fueran polinomios, se divide por la expresion 1+ a+ o y el
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residuo es el resultado de la multiplicacion. De este ejemplo se puede
inferir que para obtener el resultado del producto de dos elementos de
I, se efectiia éste tal cual (como si fueran polinomios), el resultado se
divide por la expresion 1 + & + 3 y el resultado de la multiplicacion de
los elementos en cuestion, es el residuo de esta division.

Se puede ver facilmente que (F, +, ast), donde “+" se toma como la
suma usual de polinomios en una indeterminaday “ * " es la operacion
antes definida, tiene estructura de campo con cardinalidad 23. Este
campo se acostumbra denotar por F,: o bien por GF(23).

Obsérvese que los elementos del campo F,: se pueden poner en
correspondencia biyectiva con los elementos del F,-espacio lineal F3,
como se puede de la siguiente tabla:

(0,0,0) « 0
(1,0,0) « 1
0,1,0) « lo'¢
0,0,1) « o
(1,1,0) « 1+«
(1,0,1) < 1+ o
0,1,1) < o+
(1,1,1) < l+a+o?

Como F»; es también un F,-espacio lineal, se puede ver facilmente
que la biyeccion anterior es un isomorfismo de espacios vecoriales.

Ejercicios.
(1) Escribir la “tabla de multiplicar" de F»s.
(2) Comprobar que efectivamente (IF,s, +, *) es un campo.
(3) Probar que la biyeccion antes definida es un isomorfismo de
espacios lineales.

(4) jCuantas bases, como espacio lineal sobre [, tiene el el campo
GF(23)?

Un hecho interesante del campo GF(2%) es el siguiente: los
elementos distintos de cero de este campo se pueden recuperar a
partir de las potencias del elemento «:

(=1, =ct,0, 08 =1+, 0* = o+ 0, ° = 1+ x+ &, & = 1 + *}

es decir, GF(23)* = GF(23) — {0} es un grupo ciclico de orden 23 —1 =7
generado < « >.

Al elemento que es generador del grupo multiplicativo de un campo
finito se le llama primitivo. La siguiente tabla describe a los elementos
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del campo GF(2%) en términos de su estructura aditiva, polinomial y
exponencial:

(0,0,0) 0

(1,0,0) 1 0
(0,1,0) o !
(0,0,1) o ol
(1,1,0) 1+« o
(1,0,1) 1+ o ob
0,1,1) «a+o® o
(1,1,1) l+ax+a® o

Ejercicio. Determinar todos los elementos primitivos del campo GF(23).

Obsérvese que los elementos del campo finito GF(23) estan ex-
presados como potencias de un elemento (primitivo) «, por lo cual
para efectuar la multiplicaciéon de ellos es muy sencillo: basta sumar
los exponentes y tomar en cuenta que «’ = 1. Otra observacion im-
portante es que para poder realizar todo lo anterior, el polinomio
f(x)=1+x+x3 € F,[x] es irreducible sobre F» y que el elemento « es
raiz de este polinomio, es decir, f(x) = 0.

3.2. Costruccion de campos finitos

La construcciéon del campo GF(23) descrita anteriormente, es
equivalente a tomar un anillo cociente. En efecto, sea Z,[x] el anillo de
polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el campo Z, y sea
fx)=1+x+x% € Zy[x]. Observése que este polinomio es irreducible
y por lo tanto el ideal (principal) (f(x)) del anillo Z;[x] generado por
f(x) es primo (de hecho es maximal). Por lo tanto el anillo cociente R =
mathbbZ,|x]/{1 + x + x3> cuyos elementos son las clases residuales
modulo ese ideal, es el siguiente:

Zolx)/(+x+x%) ={0,1, 0,0, 1 + &, x + &®, 1 + &, 1 + ot + x*}

donde o = x + (f(x)) es la clase residual del polinomio x y satisface
la relacién 1 + &« + «® = 0 ya que el elemento cero de R es la clase de
f(x). Por consiguiente (Z,[x]/(1 + x + x3), +, %) es un campo finito con
23 elementos.

Fjercicio. Determinar la tabla de multiplicar del campo GF(2%) y
determinar todos sus elementos primitivos (generadores del grupo
multiplicativo de este campo).

Ejercicio. ;Qué sucede si en lugar de tomar el polinomio 1+ x+x3 en el
caso discutido anteriormente, se toma el polinomio 1 + x? + x3? ;habra
alguna relacién entre los campos finitos que se obtienen con cada uno
de esos polinomios?
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Ejercicio. Determinar todos los polinomios irreducibles de grado 4
sobre Zo.

Si ahora se desea construir campos con 2" elementos, o de manera
mas general con p"™ elementos, donde p es un primo, siguiendo las
ideas descritas anteriormente, se requiere de polinomios f(x) que
sean irreducibles sobre el campo Z; o en su caso sobre Z, = GF(p).
Antes recordemos algunas propiedades del anillo de polinomios con
coeficientes en cualquier campo.

Sea K un campo y sea K[x] el anillo de polinomios en la
indeterminada x con coeficientes en K. Este anillo tiene propiedades
similares al anillo de los enteros 7Z, como se puede ver en el siguiente:

TEOREMA 3.2.1. (1) En K[x] se tiene el algoritmo de la di-
vison: dados dos elementos a(x), b(x) € K[x] existen elementos
q(x), r(x) € Fylx] tales que:

a(x) = b(x)q(x) +r(x), 0 < gr(r(x)) <n

donde n = gr(b(x)).

(2) El anillo F,[x] es euclidiano. En particular este anillo es de
ideales principales, es decir, todo ideal de este anillo esta
generado por un elemento.

Ejercicio. Dar una demostracion de este resultado.

Teniendo un polinomio irreducible f(x) de grado m sobre el campo
base Z,, una manera de construir un campo finito con p™ elementos
es la siguiente:

Dado que f(x) € Z,[x] es un polinomio irreducible de grado m, sea
K = Zplx1/{f(x)) el anillo cociente modulo el ideal (f(x)) generado
por f(x). Como el polinomio f(x) es irreducible entonces el ideal {f(x))
del anillo Z,[x] es primo, de hecho es maximal. Por consiguiente el
anillo cociente es un campo.

Gracias a las propiedades del anillo de polinomios con coeficientes
en un campo, es facil (y muy practico) determinar un representante de
cada elemento del anillo coiente, es decir, de cada clase de equivalencia
modulo (f(x)). Dado que el anillo de los enteros (racionales) y el
anillo de polinomios con coeficientes en un campo tienen muchas
propiedades en comun, la forma de determinar un representate natural
de las clases de equivalencia, es basicamente la misma que se hizo para
el caso de los enteros modulares.

Veampos como se hace esto. Sea g(x) = g(x) + (f(x)) un elemento
del anillo cociente K,, y sea g(x) € Z,[x] un representante de esta clase.
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Por el algoritmo de la division se tiene que:
9(x) = f(x)q(x) +1(x), 0 < gr(r(x)}

Por consiguiente: g(x) ~ #(x) mod (f(x)), es decir, ¥(x) es un

representante de la clase g(x).

Si o = x+(f(x)), es decir, « es la clase residual de x mddulo el ideal
(f(x)), por la observacion anterior, los elementos de R,, se pueden
identificar con:

{ag+a+1lo+ae® +---+am 1™, a; € Z,)}

es decir, cada clase residuale de K,, tienen como representante a un
elemento de este conjunto. Como una consecuencia inmediata se tiene
que K,, es un espacio lineal sobre Z, de dimension m y por lo tanto
K| =p™.

Recordemos como se definen las operaciones en K.

La suma “+" de los elementos de K,, es la natural y se define
de la siguiente manera: se toman representantes de las clases que se
desea sumar, se suman estos como elementos del anillo Z,[x] y se
toma el residuo moédulo el ideal (f(x)) de este elemento. Se puede ver
facilmente que esta operacion esta bien definida, es decir, no depende
de los represenantes de las clases que se tomen, como en el caso de los
enteros modulares.

Para definir el producto “x se procede de la misma manera: se
toman representantes de las clases, se multiplican como elementos
de Zy[x] y se toma el residuo modulo el ideal (f(x)) de este
producto. También es facil ver que esta definicion no depende de
los representantes de las clases.

Resumiendo las observaciones anteriores se tiene el siguiente
resultado:

TEOREMA 3.2.2. Sea p un primo, Z,, el campo finito con p elementos
y f(x) € Z]x] un polinomio de grado m. Entonces con las operaciones
definidas anteriormente la terna (K,,,+, *) es un campo finito con p™
elementos si y solo si el polinomio f(x) es irreducible.

Veamos con un ejemplo que la condicion de ge el polinomio f(x)
es irreducibe es muyimportante.

Sea f(x) = x> +1 € Z[x]. Los elementos del anillo cociente
Zo[x1/ <x2 + 1) y su tabla de multiplicar se pueden ver en la siguiente
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tabla:

* 0 1 X x+1
0 0 0 0 0
1 0 1 X x+1
X 0 X 1 x+1
x+1|0 x+1 x+1 0

Como se puede observar de la tabla, no todos los elementos tiene
inverso (bajo la multiplicacion). Ademas este anillo tiene divisores cer

cero propios: (x + 1)(x +1) = (x+1)>=0

Ejercicios.

(1) Escribir los elementos de un campo con 2% elementos y su

tabla de multiplicar.

(2) Determinar dos polinomios irreducibles de grado 3 sobre los
numeros binarios, usar estos para construir campos con 23
elementos, determinar en cada caso los elementos que generen
al grupo multiplicativo, es decir, los elementos primitivos de
cada campo. Ver que relacion existe entre esos dos campos.

(3) ¢Cuantos polinomios irreducibles de grado 2,3 existen sobre

el campo de los numeros binarios?

Del resultado anterior se sigue que si se tiene un polinomio
irreducible de grado m sobre el camo Z, se puede construir un campo
fnito con p™ elementos. Por consiguiente la pregunta ahora es: ;como
determinar polinomios irreducibles sobre el campo Z,?

En el siguiente capitulo se describira una forma de obtener
polinomios irreducibles sobre el anillo Z,[x] de polinomios en la
indeterminada x con coeficientes en el campo base Z,, con p elementos.
Como se vara, estos polinomios irreducibles no sélo ayudan a construir
campos finitos, sino que también son utiles en la descripcién de los
llamados cddigos ciclicos, de los cuales el codigo de Reed-Solomon es
un ejemplo. Una de las aplicaciones de este codigo es en los lectores de

CD'’s.






Capitulo

Algunos Resultados Generales

En este capitulo se mencionaran algunos resultados generales
sobre los campos finitos introducidos en el Capitulo 4. El lector
interesado en detalles y otros resultados relevantes puede consultar
alguna de las referencias mencionadas en la bibliografia, o bien, dar
una demostracion de ellos.

Uno de los primeros resultados sobre campos finitos es el siguiente
(Teorema de Fermat):

TEOREMA 4.0.3. SiF, es un campo finito con p elementos, entonces
todo elemento a € F, satisface la relacion a” = a.

Otro resultado que asegura la existencia de los campos finitos es el
siguiente:

TEOREMA 4.0.4. Dado un primo p y un entero positivo n, existe
un campo finito con p" elementos. Este campo es unico, salvo
isomorfismos, y a p se le llama la caracteristica del campo.

Ejemplo 1. Para ilustrar el resultado anterior tomemos el caso
p =3y n =2 Consideremos el anillo de polinomios F3[x] con
coeficientes en F3 = {0, 1,2}, los enteros modulo 2, y el polinomio
irreducible f(x) = x*> + 2x + 1 € F3[x]. De esta manera el anillo cociente
F5[x]/(x% + 1) tiene como elementos las clases residuales modulo el
ideal generado por el polinomio x? + 2x + 1, es decir:

F3lx]/(x* +1)={0,1,2,8,2B8,1+ B, 1 +2B,2 + B,2 + 2}

donde B representa la clase residual del polinomio x y satisface la
relacion B2 +28+1 = 0, o equivalentemente, 2 = 8 — 1. A continuacion
se presentan las tablas de sumar y multiplicar:

De las tablas es facil ver que F3[x]/(x?+1) es un grupo conmutativo
bajo la suma y que los elementos diferentes de cero forman también
un grupo bajo el producto. Asi que F3[x]/(x? + 1) es un campo y lo
denotamos como GF(3?) o Fa..

Obsérvese que |GF(3%)| = 32 = 9, por lo tanto es un campo finito de
caracteristica 3.

29
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+ 0 1 2 X 2x 1+x 1+2x 2+x 2+2x
0 0 1 2 X 2x 1+x 1+2x 2+x 2+2x
1 1 2 0 l+x 1+2x 2+x 2+2x X 2x
2 2 0 1 2+x 2+2x X 2x 1+x 1+2x
X X 1+x 2+x 2x 0 1+2x 1 2+2x 2
2x 2x 1+2x 2+2x 0 X 1 1+x 2 2+X
1+x l+x 2+x X 1+2x 1 2+2x 2 2x 0
1+2x | 1+2x 2+2x 2x 1 1+x 2 2+Xx 0 X
2+X 2+Xx X l+x 2+2x 2 2x 0 1+2x 1
2+2x | 2+2x 2x 1+2x 2 2+Xx 0 X 1 1+x
Tabla I. Suma
* 1 2 X 2x 1+x 1+42x 2+x 2+2x
1 1 2 X 2x l+x 1+2x 2+x 2+2x
2 2 1 2x X 242x 2+4+4x 1+2x 1+x
X X 2x 2 1 2+ x 1+x 2+42x 1+2x
2x 2x X 1 2 1+2x 2+2x 1+x 2+x
1+x l+x 2+42x 2+x 1+4+2x 2x 2 1 X
1+2x 1+2x 2+x 1+x 2+2x 2 X 2x 1
2+ x 2+x 1+2x 2+2x 1+x 1 2x X 2
2+ 2x 242x l1l+x 1+2x 2+x X 1 2 2x

Tabla 2. Producto

Ejercicio. Determinar los elementos primitivos del campo GF(3?).
Notese que GF(3) = {0, 1,2} es un subcampo de GF(3%) y que GF(3?)
es una extension finita de grado 3 de GF(3).

Ejercicio. Dar ejemplos de campos finitos con p" elementos, donde
p es un numero primo y n es un entero positivo. Determinar sus

subcampos.
Otro resultado importante sobre los campos finitos es el siguiente:

TEOREMA 4.0.5. El grupo multiplicativo de un campo finito es ciclico.

PROPOSICION 4.0.6. Sea F, un campo finito con q = p” elementos y
n > 1. Entonces para a, b € F, se tiene que:

(@a+b? =@ + b7,

(@a—b7 =@ — (7.



Capitulo

Polinomios irreducibles

En este capitulo se introduciran algunos conceptos que permitiran
dar ejemplos de polinomios irreducibles sobre el campo base Z, de
enteros modulo p (p, primo) los cuales se podran usar para construir
otros campos finitos (ver Cap. 4). Ademas los polinomios irreducibles
se usaran en la descripcion de codigos ciclicos (Cap. 8). A lo largo de
este capitulo y el resto de estas notas, F, también denotara al campo
finito Z,.

5.1. Algunos ejemplos

Recordemos primero que un polinomio f(x) € F,[x] es reducible si
se puede expresar como producto de dos polinomios propios, es decir,
distintos del polinomio f(x) y el polinomio constante igual a 1:

f(x) = g(x)h(x)
Se dice que f(x) es irreducible si no es reducible.

Como ya se ha mencionado antes, el anillo de los enteros
(racionales) Z y el anillo de polinomios K[x] en una indeterminada
con coeficientes en un campo K, tiene muchas propiedades en comun.
En el anillo de los enteros se tiene el llamado Teorema Fundamental de
la Aritmeética el cual dice que todo entero se puede expresar en forma
unica como un producto finito de potencias de nimeros primos. El
resultado analogo para el anillo de polinomios es el siguiente:

TEOREMA 5.1.1. Sea F; un campo finito y Fylx] el anillo de
polinomios en la indeterminada x con coeficientes en IF;. Entonces
cualquier polinomio f(x) € F4[x] de grado positivo, se puede expresar
en forma tnica como:

SO0 = i)™ fa(x)™2 - - frlx)™

donde ¢ € Fy, fi(x),..., fi(x) son polinomios moénicos irreducibles y
my, ..., m, son enteros positivos. Ademas ésta factorizacién es Unica
no importando el orden en que aparezcan los factores.

31
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Es obvio que si se tiene la descomposicion de un polinomio como
se menciona en este resultado, entonces se pueden conocer todos
sus factores. Una aplicacién interesante de este resultado es cuando
se tiene la factorizacion del polinomio x™ — 1 el cual se usara para
determinar todos los codigos ciclicos de longitud n definidos sobre un
campo finito (ver Cap.8).

Observacion. La definicion anterior es valida para polinomios con
coeficientes en cualquier campo.

Veamos algunos ejemplos de polinomios irreducibles.
Ejemplo 1. El polinomio f(x) = x2 + x + 1 € F,[x] es irreducible.

En efecto, supongase que no es irreducible, es decir, es reducible:
f(x) = gx)h(x). Como f(x) es mobnico y de grado 2 se sigue que
gx) =x—ay h(x)=x— b, para alguna a,b € F,. Efectuando el
produto g(x)h(x) e igualando coeficientes de las potencias respectivas
en f(x) = g(x)h(x), se tienen las relaciones:

a+b=1,ab=1

Como se puede ver facilmente, dado que a, b € F», este sistema no tiene
solucion en FF,. Por consiguiente el polinomio f(x) no es reducible, es
decir, es irreducible.

Ejemplo 2. El polinomio f(x) = x% — x + 1 € F5[x] es irreducible.

Procedamos como en el ejemplo anterior: supongase que f(x) =
g(x)h(x), con ambos g(x), h(x) € F3[x]. Dado que f(x) es moénico de
grado 3, se puede suponer que g(x) = x —cy h(x) = x> +ax + b con
a, b, c € 3. Efectuando las operaciones e igualando coeficientes de las
potencias respectivas de la indeterminada x, se tienen las siguientes
relaciones:

a—c=0,b—-—ac=1, —bc=1
Analizando los posibles valores que los coeficientes a, b,c pueden
tomar en I3 se llega a una contradiccion. Por consiguiente f(x) no es
reducible, es decir, es irreducible.

Otra manera de ver que f(x) no es reducible es la siguiente:

Si f(x) = (x —c)(x*+ax+Db), con a,b,c € Fs, entonces f(c) =0, es
decir, c es una raiz de f(x). Pero se puede ver directamente que ningan
elemento de I3 esraiz de f(x), y por lo tanto se tiene una contradiccién.

Ejercicios.
(1) Determinar todos los polinomios irreducibles de grado 3 y 4

sobre los nimeros binarios.
(2) Dar un polinomio irreducible de grado 4 sobre Fs3.
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Como se puede apreciar de los ejemplos anteriores (y de los ejer-
cicios), resulta complicado determinar polinomios irreducibles sobre el
campo base F, de grados relativamente grandes. Por consiguiente se
necesitan otras técnicas que permitan obtener polinomios irreducibles
sobre estos campos.

En el resto de este capitulo se presentaran algunas ideas que
conducen a determinar polinomios irreducibles sobre [F,.

El siguiente algoritmo, debido a Rabin, permite determinar poli-
nomios irreducibles:

Entrada: Un polinomio arbitrario f(x) € F,[x] de grado n.
Salida: “ f(x) es irreducible” o “ f(x) es reducible".

Para i =1 hasta [n/2]
si med(x? — x, f(x)) # 1 entonces
f(x) es reducible y el algoritmo termina,
de otra meanera f(x) es irreducible.

Veamos un ejemplo.

Sea f(x) = x” —1 € F,[x]. En este caso q = 2 y se tiene que para
i=1, mcd(x® — x,x” — 1) = x — 1, por lo tanto f(x) es reducible.

Existen otros algoritmos, en principio mas robustos y sofisticados,
que permiten determinar cuando un polinomio es irreducible, aun
mas, permiten dar la descomposicion como producto de irreducibles.
La descomposicion de un polinomio tiene una gran variedad de
aplicaciones, como ya se mencion6, en Teoria de Codigos (ciclicos),
pero también en Criptografia asi como en Algebra y Teoria de Nimeros
computacional.

Ejercicio. Determinar la descomposicion del polinomio x” — 1 como
producto de irreducibles sobre F»[x].
5.2. Polinomios minimales

Para determinar polinomios irreducibles primero se vera cual es el
polinomio minimal de un elemento de un campo el cual es una extension
finita del campo base F,.

Sea g = p" y sea F; el campo finito con g elementos (ver Cap. 4).
Como el conjunto F; = [, \ {0} es un grupo ciclico de orden g — 1
entonces todo elemento « de I, satisface la relacion:

x1—x=0

(basicamente es una extension del Teorema de Fermat conocido para
los enteros modulares [F,,). Obsérvese que este polinomio es monico
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con coeficientes en F,. Una consecuencia de esta observacion es la
siguiente:
n
X" —x= ] x=B)
BEFpn

Si & es un elemento del campo finito F; con q = p” elementos, una
pregunta natural es: jHabra polinomios moénicos con coeficientes en
Z, de grado minimo de los cuales « es raiz? Esta pregunta conduce a
la siguiente:

DEFINICION 5.2.1. El polinomio minimo o minimal sobre F, de
un elemento « € F; es el polinomio moénico de menor grado con
coeficientes en [Fy, M«(x), del cual « es raiz, es decir,

My() =0

Ejercicio.
(1) Determinar el polinomio minimal de los elementos del campo
con Fg.
(2) Determinar el polinomio minimal de los elementos del campo
Fos.
Otra forma de definir el polinomio minimal de un elemento es la
siguiente.

Sea F; un campo finito con g = p" elementos (p primo y n un
entero positivo), F,[x] el anillo de polinomios en x con coeficientes en
Fy. Siy e FyseaFylyl={ao+aiy+---+amy™ :a; € Fg,m € N}, es
decir, el conjunto de combinaciones lineales de potencias del elemento
y. Considerese la siguiente funcion:

@q: Fylx] — Fylal, @o(f(x)) = f(o)

es decir, @ es la funcion evaluacion en «. Es facil ver que F,[«] es un
anillo y que @ es un homomorfismo suprayectivo de anillos. El nucleo
de @, ker(®) = Iy = {f(x) € Fylx]: f(x) = 0} es un ideal de Fy[x]y
dado que este anillo es de ideales principales se tiene que existe un
elemento My(x) € I tal que I, = (My(x)).

Por lo tanto, cualquier polinomio f(x) € F4lx] tal que f(x) =0, es
divisible por My(x). Ademas M,(x) es irreducible y por lo tanto I, es
un ideal primo (y en consecuencia maximal).

Algunas otras propiedades del polinomio minimal de un elemento
son las siguientes:
(1) My(x) divide a x4 — x.
(2) gr(My(x)) < n.
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(3) El polinomio minimo de un elemento primitivo de [y, es decir,
un generador del grupo multiplicativo 7 tiene grado n. Dicho
polinomio se denomina primitivo.

(4) Ix = Iy siy sblo si My(x) = My»(x). En particular si « es un
elemento primitivo de F,» y M (x) es el polinomio minimo de
o, entonces

MP(x) = MPP(x)

5.3. Clases ciclotomicas

En esta seccion se vera como las llamadas clases ciclotomicas ayudan
a determinar el polinomio minimal de un elemento.

Recordemos cuales son las clases ciclotbmicas. Sean n y g enteros
positivos y primos relativos, es decir, su maximo comun divisor es igual
a 1. Por consiguiente g es una unidad en el anillo de enteros moédulo
n y como las unidades de 7Z,, son un grupo de orden ¢(n), existe un
entero m tal que g™ = 1 mod n. Equivalentemente, n divide a g™ — 1.
Al entero m se le llama el orden multiplicativo de q. Obsérvese que m
divide a ¢p(n).

Con la notacién introducida anteriormente, sea < q > el subgrupo
ciclico de Z,, generado por g (obsérvese que este grupo tiene orden m).
Ahora hagamos actuar este subgrupo sobre Z,,:

(@) X Zyy — L, (q",5) — 59"
Ejercicio. Probar que esta es una accion de grupo.
Si s € Z,, su drbita bajo esta accion es:
Os = {s,5q,5q°,....sq™ '}

A esta Orbita se acostumbra llamar la clase ciclotomica de s y denotarla
por Cs.

Recordemos que si un grupo actua sobre un conjunto, la accion
induce una relacion de equivalencia en el conjunto: dos elementos son
equivalentes si estan en la misma 6rbita. Por consiguiente las clases
ciclotomicas son una particion de Z,,. En particular se tiene que:

Zn=|J G

SEZy
Ejemplo. Sea n =9y g = 2. Entonces < q >={1,2,4,8,7,5} y las
clases ciclotébmicas son:
Co = {0}, Ci=<2>,C3= {3,6}

Ejercicio. Determinar las clases ciclotomicas en los siguientes
casos:a) n=23,2*yg=3.b)n=3%33g=5.
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Se tiene ahora el resultado:

PROPOSICION 5.3.1. Sea I, el campo con q = p" elementos y «x € F,
un elemento primitivo. Sea MY(x) € F,[x] el polinomio minimo del
elemento «' y C; la clase ciclotémica de i médulo p™ — 1. Entonces:

MD00) = ] = o)
JECi
DEMOSTRACION. Basta probar que la parte izquierda de la relacion
anterior es divisible por la parte derecha. O

Como consecuencia de este resultado se tiene el siguiente

TEOREMA 5.3.2. Con la notacion introducida anteriormente:
X'l = HM(S)(x)
s

donde s se toma en un conjunto de representantes de las clases
ciclotomicas modulo p™ — 1.

A continuacién se dard un ejemplo que ilustre los resultados
anteriores.

Ejemplo 1. Factorizar en producto de polinomios irreducibles
sobre FF» el polinomio x° — 1. En este caso n = 9, g = 2, es decir,
F, = F3.. Sea & € [F3 un elemento primitivo el cual satisface la relacion
z2+z+1 =0. Como se vié anteriormente, las clases ciclotomicas son
Co =10}, ¢, ={1,2,4,8,7,5},C3 = {3, 6}. Por lo tanto:

MO~ (x — 1)
MV (x) = (x — o0)x — &®)(x — o x — o) x — o )x —a®) =xF +x+1
M) =(x—o)x— o) =x?+x+1

y se tiene que:
X —1=(x—DC+x+Dx*+x+1)

Ejercicio. Usando las clases ciclotomicas factorizar x” — 1 sobre F».



Capitulo

Introduccion a los codigos lineales

En este capitulo se motivara el concepto de cdédigo, se trataran
algunos aspectos de los codigos lineales y se daran varios ejemplos de
tales codigos. El lector interesado en profundizar en el estudio de la
teoria de cédigos y su relaciéon con otras areas de la matematica como
la geometria algebraica, campos finitos, combinatoria, criptografia,
geometrias finitas, entre otras, le sugerimos consultar particularmente
la referencia [3].

6.1. Consideraciones Generales

En esta primera parte se introducira el concepto de cddigo, se daran
algunos ejemplos y varias definiciones que seran tutiles a lo largo de
este capitulo.

6.1.1. ;Qué es una palabra? Comenzaremos con un concepto
general:

DEFINICION 6.1.1. Un alfabeto de codigo es simplemente un con-
junto A = {a,,...,an} de cardinalidad n. Una palabra sobre A es una
coleccion (finita) de elementos de A. La longitud de una palabra es el
numero de elementos del alfabeto que la componen.

Ejemplos.

(1) Si A ={a,b,1,2,3}, entonces a,ab,a2b,aabb223 son pal-
abras sobre el alfabeto A, de longitud 1,2,3,7, respectivamente.

(2) Si A =TF, ={0,1}, el conjunto de los nimeros binarios, en-
tonces 1,0,11,1010,1111 son palabras sobre F,, de longitud
1,1,2,4,4, respectivamente.

(3) Si A=17Zs5=10,1,2,3,4}, el conjunto de los numeros enteros
modulo 5, entonces 1,0,113,231010,441111 son palabras
sobre Zs.

4) SiF, ={0,1, «, ol = «+1} es un campo finito con 4 elementos,
xx, &’ «, 1? son palabras sobre el alfabeto Fj.

Ejercicio. Si A es un alfabeto de cardinalidad n > 1 probar que:

37
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(1) Hay wn* palabras de longitud k.
(2) Hay ":]_]1 palabras de longitud a lo mas k.
(3) El namero de palabras de longitud n sobre Z,, los enteros

modulo 7, con exactamente k ceros es: (I)(r — 1)" 7%,

Ejemplos.
(1) En Z$ hay (%) = 56 elementos con exactamente tres ceros.
(2) En Z§ hay (g)Z“ = 240 elementos con exactamente dos ceros.

6.1.2. ;Qué es un codigo? La siguiente definicion sera importante
a lo largo de estas notas.

DEFINICION 6.1.2. Un codigo sobre un alfabeto s es un conjunto de
palabras, que pueden ser de distinta longitud.
Por ejemplo,
€% ={10,1,001,1111,101}

es un codigo sobre el alfabeto de los niimeros binarios [F.

En general los c6digos se usan para codificar mensajes. Por ejemplo,
el codigo € mencionado anteriormente se puede usar para codificar las
primeras cinco letras del alfabeto, es decir,

a — 10

b — 1

c — 001
d — 1111
e — 101

Por lo tanto se puede codificar palabras (0o mensajes) a partir de
esas letras codificadas, por ejemplo:

deba — 1111101110

Los co6digos mas usados en la practica son los binarios, es decir,
donde el alfabeto es [F», el campo de los nimeros binarios.

DEFINICION 6.1.3. Sea A = {ay,...,an} y € un coédigo de longitud n
sobre el alfabeto A. Una funcion de codificacion, f, es simplemente
una funcion biyectiva de A sobre %, es decir, f: A — %. A la pareja
(6, f) se le llama un esquema de codificacion para el alfabeto A.

Ejemplo. Las 26 letras del alfabeto inglés se pueden codificar de la
siguiente manera: El alfabeto fuente es S = {a,b,c, ..., z}, el alfabeto
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del codigo es A ={0, 1, 2,...,9} y el codigo es C = {00,01,02,...,,25}. La
funcion de codificacion se define como:

fla) = 00 fb)=01, f(c)=02, f(d)=03, fle)=
fH = flg)=06, f(h)=07, f(i)=08, f(j)=
f(k)-10 f) =11, fm)=12, f(n)=13, flo)=14
f(V)—lS fl@=16, f(r)=17, f(5)=18, [f(H)=19
fu) =20, f(v)=21, f(w)=22, f(x)=23, f(y)=24
f(z) =

Esta funcién de codificacion se puede usar para codificar mensajes:
f: “un gran jefe” — 201306171309040504

Obsérvese que si el codigo es C = {0,1,2,3,...,25} se tiene que
distintos mensajes tienen la misma codificacion. Por ejemplo:
casa — 20180, cabia — 20180

Ejemplo (el cédigo ASCII). Las iniciales “ASCII" significan American
Standard Code for Information Interchange. Este codigo se usa en las
computadoras, por ejemplo para almacenar caracteres en la memoria.
Este codigo consiste de 256 caracteres que incluyen letras minusculas,
mayusculas y signos puntuacion, entre otros. La funciéon de codificacion
f es que cada uno de esos caracteres es identificado con un elemento
de F8. Por ejemplo la letra maytscula “A" se identifica con la
coleccion (10000001), (el nimero 65 en notacién decimal), es decir,
f(A) =(10000001). A cada coleccion de 8 bits (ceros y unos) se le llama
“byte", asi los elementos del codigo ASCII estan en correspondencia
con los bytes.

En la siguiente tabla se muestra una parte del codigo ASCIL

El codigo ASCII (parcial)

A — 01000001 |J — 01001010|S — 01010011
B — 01000010 | K — 01001011 |T — 01010100
C — 01000011 |L — 01001100 |U — 01010101
D — 01000100 M — 01001101 |V — 01010110
E — 01000101 |l N — 01001110 | W — 01010111
F — 010001100 — 01001111 | X — 01011001
G — 01000111 |P — 01010000 |Y — 01011001
H — 01000001 |Q — 01010001 |Z — 01011010
I — 01001001 |R — 01010010 | espacio — 00100000

Los codigos se dividen en dos grandes grupos: de bloque, es decir
aquellos cuyas palabras tiene la misma longitud n y los de longitud
variable. Por ejemplo el cédigo ASCII es de bloque ya que cada palabra
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tiene la misma longitud n = 8. Al entero n se le llama la longitud del
codigo 6 y la cardinalidad M de 6 el tamaiio (o cardinalidad) del cédigo.
En este caso se dice que € es un (n, M) codigo. En particular si A = F,
es un campo finito con q elementos, se dice que % es un codigo sobre
F,. Para cuestiones practicas los codigos binarios, es decir, definidos
sobre el campo F» son los mas usados.

La longitud de un codigo asi como su cardinalidad son algunos de
los parametros de los codigos. Mas adelante cuando se definan los
codigos lineales, la dimension, y su distancia minima seran parametros
importantes (conociendo su dimension se determina su cardinalidad).

Ejemplo (codigo de repeticion). El codigo de repeticién de longitud
n=7es
{0000000,1111111}
La cardinalidad de este codigo es M = 2, asi es que se tiene un (7, 2)
codigo.
Ejercicios.
(1) Determinar el numero de funciones de codificacién del alfa-
beto S = {a, b} en el codigo C = {0,1}
(2) Determinar el niumero de funciones de codificacién del alfa-
beto S = {a, b, c} en el codigo C = {00,01,11}
(3) Hallar una férmula para el numero de funciones de codifi-
cacion de un alfabeto de tamafio n en un coédigo del mismo
tamano.

6.2. Codigos Lineales

Una de las clases mas interesantes de codigos de bloque es la de
los cddigos lineales. En esta seccion se introduciran estos coédigos y
se daran algunas de sus principales propiedades. Requisitos minimos
para estudiar estos codigos son resultados basicos de Algebra Lineal
(equivalente a un primer curso de esta asignatura en un plan de
estudios de una licenciatura en Matematicas, Ingenieria o Ciencias de
la Computacién). Normalmente los conceptos basicos de este curso se
introducen y desarrollan sobre espacios vectoriales (lineales) definidos
sobre el campo de los numeros reales (R) o sobre el campo de los
numeros complejos (C). En el caso que nos interesa esos conceptos son
tratados sobre los llamados campos finitos (o de Galois).

6.2.1. Definicion de cddigo lineal. Suponiendo conocidos concep-
tos basicos de Algebra Lineal, procedemos ahora a introducir los cddigos
lineales. Para fijar ideas y motivar los conseptos consideremos el campo
de los numeros binarios Z, = F, = {0,1}. Como el lector podra obser-
var a lo largo de las siguientes paginas, la mayoria de las definiciones
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y propiedades que se describiran son validas cuando se reemplaza el
campo de los nameros binarios por cualquier campo finito. Como ya
se mencion6 antes, desde un punto de vista de aplicaciones, el campo
de los binarios es el mas apropiado, pero desde un punto de vista
matematico se puede trabajar con cualquier campo finito.

DEFINICION 6.2.1. Sea F; un campo finito con q = p" elementos.
Un codigo lineal sobre I, de longitud n es simplemente un subespacio
lineal del espacio (lineal) Fy.

Ejemplos

1
% = {(0000),(0110),(1101),(1011)}

)
€ = {(00000),(11001),(01101),(10100)}

Como es obvio, un subespacio lineal de F} (o de F,;) tiene una
dimension k < n. Asi en el caso de un coédigo lineal ¢, a la dimension
se llama la dimension del codigo.

Si un codigo lineal sobre el campo F,; %6, tiene longitud n vy
dimension k, decimos que es un [n, k];-codigo lineal. Otro de los
parametros interesantes de un codigo lineal es su distancia minima, la
cual se definira en la siguiente seccion en relacion a los cédigos lineales
detectores-correctores de errores.

6.2.2. Matriz generadora. Para describir varias de las propiedades
de un espacio lineal de dimension finita k sobre un campo, basta
conocer una base de este espacio, en particular un conjunto de
generadores. En el caso de un codigos lineal 6, si v, Vva,..., Vv, donde
Vi = (Vi1, Viz, ..., Vin) € Fy, es un conjunto de generadores de 6, la
matriz G cuyos renglones (de longitud n) son esos generadores de 6,
se le llama matriz generadora del codigo €. Como se puede observar,
hay tantas matrices generadoras de un codigo lineal como conjunto de
generadores tenga este espacio lineal.

Ejemplos

(1) Una matriz generadora del codigo lineal € = {(0000), (0110),
(1101),(1011)} es:

0110
G‘(1011)
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(2) Una matriz generadora del cédigo lineal ¢ = {(00000), (11001),
(01101),(10100)} es:

11 0 0 1
G = <1 01 0 O)
Ejercicio. Si la siguiente matriz es la matriz generadora de un

codigo lineal binario, determinar todos los elementos de este codigo.

00 0011

SO O

1 0
0 1
0 0

—_— o O
===
—— O
[E e

Ejercicios
(1) Dar otras matrices generadoras de los codigos lineales men-
cionados en los ejemplos anteriores.
(2) En estos ejemplos, ?“Cual de las matrices generadoras es la
mas interesante (adecuada)?

6.3. Codigo lineal detector-corrector de errores

A continuacion se motivara el concepto de cddigo lineal detector-
corrector de errores.

Supongase que se desea enviar, de una fuente emisora a otra
receptora, el mensaje {SI, NO} el cual se identifica, usando el alfabeto
binario, por ejemplo con la siguiente cadena de bits (palabra):

SI — 0000, NO — 1111
Supongase que la estacion receptora recibe la siguiente cadena de
bits:
0101, 1100

La pregunta es: ?‘cudl es la informacion enviada por la fuente
emisora?

Veamos con un poco mas de detalle un ejemplo.

Supongase que se desea enviar, de una estacién emisora a una
estacion receptora, el siguiente mensaje de k = 4 simbolos binarios
u = (0111). Antes de enviar este mensaje, se codifica en otro con n = 6
simbolos (binarios) x = (x1 X, - - - Xg) de la siguiente manera:

xX1=0,x=1,x3=1, x4=1, (6.1)



6.3. CODIGO LINEAL DETECTOR-CORRECTOR DE ERRORES 43

A estos simbolos se les llama de informacion. Los restantes n — k = 2
simbolos se eligen como una combinacién lineal de los simbolos de
informacion, por ejemplo:

X5 =X1+X4, X =X1+X2+X3+X4 (6.2)

A estos simbolos se les llama de chequeo de paridad.
Obsérvese que los simbolos de chequeo de paridad satisfacen las
siguientes relaciones, tomando en cuenta que en el campo de los

numeros binarios se tiene que 1 = —1, es decir, el inverso (aditivo) de 1
es el mismo:

X1+X4+X5=0, X1 +Xo+X3+X4+X5=0 (6.3)
es decir, los simbolos de informacién y de paridad satisfacen un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales con coeficientes en el campo de los
numeros binarios [, dados por las relaciones (1) y (3).

En términos matriciales este sistema se puede escribir de la
siguiente manera:

H-Xt=0 (6.4)
donde
1 00 00O
01 000 O
001 000
H=1o5 0901 0 o0
1 001 10
1 11101

y X = (x1, ..., Xg). La matriz H se denomina de paridad.

Asi los simbolos de informacion y de paridad son soluciones del
sistema lineal homogéneo (4). Como es bien sabido, el conjunto € de
soluciones de un sistema de esta naturaleza es un subespacio lineal, el
cual como tal tiene una dimension. Por consiguiente en este caso, € es
un codigo lineal de longitud 6. (?‘cual es su dimension?).

Veamos otros ejemplos de como se codifica un mensaje original
usando la matriz de paridad H descrita anteriormente.

En el ejemplo mencionado al inicio de esta seccion, a la infora-
macion SI se le asocié (0000) y a NO se le asocié (1111). Usando la
matriz H, esta informacién queda codificada como (000000) y (111111),
respectivamente.

Si el mensaje original es u = (1010) entonces el mensaje codificado
X = (x1, ..., Xg) conla matriz H es: x = (101010); siu = (1110), el mensaje
codificado es: x = (111011).
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Ejercicio. Determinar el espacio de soluciones del sistema H-X' = 0
del ejemplo anterior.

El ejemplo anterior se puede generalizar facilmente de la siguiente
manera:

Supongase que se desea enviar, de una estacién emisora a una
estacion receptora, un mensaje de k simbolos binarios u = uuy - - - uy.
Antes de enviar este mensaje, se codifica como x = x;x,--- X, con
n > k simbolos (binarios) de la siguiente manera:

X1 =U1, X2 =UD, ..., X} = U, (6.5)
Los n — k simbolos restantes xy.1, ..., X, son combinacion lineal de los
simbolos de informaciéon x1, ..., xi, por lo tanto los elementos x1, ..., X,
satisfacen relaciones de la forma:

anxy+apx,+---+aipx, =0

a1 X1 +ampXp+ -+ adppXy, =0

(6.6)
A1 X1+ Ao X + o+ AgpXn =0

donde los coeficientes a;; son elementos del campo de los niumeros
binarios, es decir, son 0 o 1. En otras palabras, los simbolos x1, ..., X,
satisfacen el sistema lineal homogéneo:

H-X'=0 (6.7)
donde
ay; aiz - Ain
az; Aaz -+ A2n
H =
ax1 Ak2 - Akn

es la matriz de paridady X = (x1, ..., Xn)-

Nuevamente, el conjunto de vectores x = (xy, ..., X,) € F} que son
solucion del sistema (7) forman un subespacio vectorial € de FZ, es
decir, € es un codigo lineal (binario), el cual tiene dimension finita
k < n. A los elementos de este subespacio 6 se les llama palabras
codificadas.

Las observaciones anteriores permiten dar la siguiente definicion:
DEFINICION 6.3.1. Un co6digo lineal detector-corrector de errores

sobre un campo finito F,;, €, con matriz de chequeo de paridad H, es el
subespacio lineal de soluciones del sistema lineal homogéneo

H-X'=0
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donde X = (xq, ..., xXp).

Si la matriz H tiene n columnas y la dimension del subespacio 6 es
k, entonces se dice que % es un [n, k]-codigo lineal binario. Al entero n
se le llama la longitud y al entero k la dimension del codigo.

La longitud y la dimensién de un cédigo lineal son dos de los
principales parametros. Otro de ellos es su distancia minima, la cual se
introducira en breve, pero antes daremos algunos ejemplos de cédigos
lineales (binarios) detector-corrector de errores.

Observacion. Si 6 es un [n, k]-codigo lineal (binario) entonces % tiene
2k elementos.

Ejemplos
(1) Es facil ver que el codigo lineal con matriz de chequeo de
paridad
1 1 1 0
H=1"9 01
es:

€ = {(0000),(0110),(1101),(1011)}
el cudl es un [4, 2]-codigo.
(2) El [5, 2]-codigo lineal (binario) determinado por la matriz de
chequeo de paridad

0 0
H-= 1 0
01

S O -
—_O =
S O =

€es:
% = {(00000), (11001), (01101), (10100)}

(3) El codigo lineal #3 determinado por la matriz de chequeo de
paridad
01 1 1100
H=|1 01 1 0 1 0
1 1. 01 0 01
es un [7,4]-codigo y es un ejemplo de una clase muy intere-
sante de codigos lineales: los codigos de Hamming (ver Seccion
7.4.1).

Ejercicio
(1) Determinar una base de los codigos lineales de los ejemplos 1
y 2 dados anteriormente.

(2) Determinar una base y todos los elementos (palabras) del
codigo 3.
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(3) ?*Qué propiedades puedes observar del codigo de Hamming
dt3?

6.3.1. Matriz de paridad y matriz generadora. Como se vera a
continuacion, es facil obtener una matriz generadora de un codigo
lineal a partir de una matriz de paridad y viceversa. Para esto es
necesario la siguiente definicion:

Definicion 3.1.2 Se dice que una matriz de paridad H de un cédigo
lineal 6 estd en forma estdndard si tiene la siguiente expresion:

H=(A I,)

donde A es una matriz de tamario k x (n—k) e I,y es la matriz identidad
de tamavrio n — k.

Es facil ver que si u = (uq, o, ..., Ux) son los simbolos de infor-
macion y x = (x1, Xo, ..., X) €s la palabra codificada, entonces

x=u-G
donde
G=(I A
y At es la matriz transpuesta de A. Es decir, G es una matriz generadora
del codigo 6.
Obviamente si G = (Ik B) es una matriz generadora de un codigo

lineal 6 de longitud n, entonces H = (B' I, ) es una matriz de
paridad de €.
Veamos algunos ejemplos.
(1) Silamatriz de paridad de un cédigo es (ver ejemplo 1 anterior):

1 1 1 0
H= <1 0 0 1)
la cual estd en su forma estandard, entonces una matriz
generadora de este codigo es:

1 01 1
¢= (o 11 o>
(2) En el ejemplo 2 mencionado anteriormente se tiene que la
matriz de paridad del [5, 2]-cédigo es

11100
H={0 0 0 1 O
01 0 01
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la cual esta en la forma estandard, entonces una matriz
generadora de este codigo es:

1 01 0O
C= (0 110 1)
(3) Una matriz generadora del cédigo de Hamming 73 es:
1 0 00 0 1 1

G- 01 00101
oo 1 0110
0 001 111
Observacion. Es facil ver que en estos ejemplos se tiene que G- H =0

yque H-G =0.

Ejercicio. Probar en general que si un codigo lineal € tiene matriz de
paridad H y matriz generadora G, entonces: G- H=0y H -G = 0.

Observacion. Si Ty y T denotan la trasformacion lineal determinada
por H y G respectivamente, lo anterior quiere decir que ker(Ty)=Im(T;),
donde, como siempre, “ker”, “Im" denotan el niicleo e imagen de una
trasformacion lineal respectivamente.

6.3.2. Distancia minima. Otro de los parametros interesantes
de un codigo lineal detector-corrector de errores, y quiza, el mas
importante para cuestiones de decodificacion, es la distancia minima.
Para introducir este concepto, primero recordaremos qué es el peso de
Hamming de una palabra.

DEFINICION 6.3.2. El peso de Hamming, py(u), de la palabra u =
(U1, U2, ..., Uy) € FQ es el numero de coordenadas distintas de cero de
u.

Si sop(u) = {i: u; #0}, es el soporte de u, entonces py(w=|sop(u)|,
donde |A| denota la cardinalidad del conjunto A.
Ejemplos
(1) La palabra (1011) € I3 tiene peso de Hamming igual a 3.

(2) El peso de la palabra (0001111) del codigo de Hamming 73
introducido anteriormente es igual a 4.

Ejercicio Determinar el peso de las palabras de los codigos introducidos
en los ejemplos anteriores.

Con la ayuda del peso de Hamming de una palabra se puede definir
la distancia entre dos palabras de un codigo lineal:

La distancia de Hamming entre las palabras uy v de [y es:

du(u,v) = pg(u — V)
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Ejercicio. Probar que la distancia de Hamming induce una métrica en
el espacio Fy.

Ahora se puede definir la distancia minima de un c6digo lineal:

DEFINICION 6.3.3. La distancia minima del codigos lineal 6 es:

dp(€) = mingx{dg, v)} = minyo{pu(w)}

Si un [n, k];-codigo lineal € tiene distancia minima d, entonces
decimos que es un [n, k, d];-codigo lineal.
Ejemplos
(1) La distancia minima del cédigo € = {(0000), (0110), (1101),
(1011)} es 2.
(2) La distancia minima del codigo € = {(00000), (11001), (01101),
(10100)} es 2.
Ejercicios
(1) Determinar la distancia minima del codigo de repeticién de
longitud 2%, donde 7 es cualquier entero positivo.
(2) Determinar el peso de todas las palabras (en particular la
distancia minima) del c6digo de Hamming (5.
La distancia minima de un c6digo lineal se puede obtener a partir
de su matriz de paridad, como lo indica el siguiente resultado, para su
demostracion se puede consultar por ejemplo [3] o [4].

PROPOSICION 6.3.4. Si H es la matriz generadora de un cddigo
lineal 6, entonces su distancia minima es el mdximo entero d tal
que cualesquiera d — 1 columnas de la matriz H son linealmente
independientes.

Una de las principales propiedades de la distancia minima de un
[n, k, d]-coédigo lineal esta dada por el siguiente resultado:

TEOREMA 6.3.5. Un [n, k, d]-codigo lineal puede corregir a lo mas
[(d — 1)/2] errores.

Para una demostracion de este resultado sugerimos al lector
consultar por ejemplo [3] o [4].

Otro de los resultados interesantes con respecto a la distancia
minima es el siguiente:

TEOREMA 6.3.6. (La cota Singleton) La distancia minima d de un
[n, k] codigo lineal € definido sobre un campo finito satisface la relacion:

d<n-—k+1
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DEMOSTRACION. Elrango de la matriz de paridad H del c6digo es n—
k porlo tanto n—k+1 columnas de H son linealmente dependientes. por
consiguiente el nimero minimo de colunas linealmente dependientes,
es decir d, debe ser menor o igualan — k + 1. O

Como consecuencia de este resultado y sabiendo que el codigo
de Hamming 73 tiene distancia minima igual a 3, se sigue que
este codigo puede corregir a lo mas un error. De hecho, todos los
codigo de Hamming (ver 07.4.1) tienen distancia minima 3 (dar una
demostracion !), pero a pesar de esta restriccion fueron muy usados
en la practica y tiene muchas propiedades interesantes. Para mayores
detalles sugerimos al lector interesado consultar por ejemplo [3],[4],[8].

6.4. Mas ejemplos de codigos lineales

A continuacién se introduciran otros ejemplos de codigos lineales
detectores-correctores de errores, algunos de ellos usados en la
practica. Para describir y conocer las propiedades mas importantes de
cada uno de ellos se requiere de mas tiempo y algunos otros conceptos
de teoria de codigos, algebra y combinatoria entre otros, lo cual se sale
del proposito de las presentes notas. El lector interesado en el estudio
mas detallado de estos codigos puede consultar, por ejemplo, las
siguientes referencias [3],[4],[8],[11]. Estos ejemplos ayudaran también
a introducir algunos otros conceptos de teoria de codigos.

6.4.1. Los codigos binarios de Hamming. La familia de los c6digos
de Hamming, #,, es quiza una de las mas famosas y de donde surgieron
muchos de los conceptos de la teoria de c6digos detectores-correctores
de errores. Estos codigos fueron descubiertos en forma independiente
por Marcel Golay (1949) y Richard Hamming (1950).

La definicién formal de estos codigos es la siguiente:

DEFINICION 6.4.1. El cédigo lineal binario de Hamming, #,, de
longitud n = 2" — 1, v > 2 esta determinado por la matriz de paridad H
cuyas columnas son todos los vectores diferentes de cero del espacio
vectorial [F?.

En este caso se tiene que #, esun [2" —1, 2" — 1 —7, 3]-codigo lineal
binario.

Por ejemplo, si ¥ = 3, una matriz de chequeo de paridad del
[7,4, 3]-codigo lineal (binario) #(3, es:

0
H=(0
1

o= O

01 1 11
1 0 011
1 01 01
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Obsérvese que las columnas de la matriz H son las representaciones
binarias de los enteros 1,2,3,4,5, 6,7, respectivamente. Permutando
las columnas de la matriz H se obtiene otra que tiene la forma
estandard:
01 11100
H=11011 010
1 1 01 0 0 1
(las columnas de esta matriz son las representaciones binarias de los

numeros 3,5,6,7,4,2,1, respectivamente).

Esta observacion permite dar la siguiente definicion:

DEFINICION 6.4.2. Se dice que dos codigos lineales son equivalentes
si difieren en el orden de sus coordenadas.

Por lo tanto las matrices H y H' definidas anteriormente, dan
codigos lineales equivalentes.
Ejercicios

(1) Probar que las matrices

1 1 00 1 0 01
H=]0 11 0}, H=101 01
0 01 1 01 01
determinan codigos lineales equivalentes
(2) Probar que las matrices
1 1.0 0 0 O 1 1 1 1 1 1
H=(0 0 1 1 0 0f, H=|011 0 1 1
00 0 1 1 1 001 0 01

determinan c6digos lineales equivalentes.
Otra matriz de paridad del codigo de Hamming #; es:

1 11 01 00
H'=(0 1 11 0 1 0
0 01 1101

es decir, las columnas de H” son los mismos elementos distintos de
cero del espacio lineal F3, pero en otro orden. Obsérvese que en este
caso cada renglon de la matriz H” se puede obtener de uno de ellos
haciendo un co-rrimiento hacia la derecha. Por ejemplo, el segundo
renglon se obtiene del primero corriendo hacia la derecha un lugar; el
tercer renglon se obtiene del segundo corriendo hacia la derecha un
lugar, equivalentemente, haciendo un corrimiento hacia la derecha dos
lugares en el primer rengléon.
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Esta propiedad conduce a otra de las clases mas interesantes de
codigos lineales detectores-correctores de errores: los codigos ciclicos.
Por ejemplo los codigos binarios de Hamming y los cédigos de Reed-
Solomon (usados por ejemplo en los lectores de CD’s) son codigos
ciclicos. Algunas ideas y conceptos sobre los codigos ciclicos se
presentaran en el Capitulo 8. El lector interesado puede consultar
por ejemplo [3],[4],[8],[11].

Ejercicios

(1) Determinar todas las palabras de peso i =0, 1, ..., 7 del codigo
binario de Hamming 7€3.

(2) Dar dos matrices de paridad del codigo de Hamming ¥4, de
las cuales una de ellas esté en la forma estandard y otra en
la cual indique que dicho codigo es ciclico. Determinar las
palabras de peso i =0,1,...,15 de este cédigo y decir cual es
su distancia minima.

6.4.2. Codigos binarios de Reed-Muller. En esta seccion se intro-
ducira una de las clases de codigos lineales detectores-correctores de
errores mas usados en la practica, y la cual tiene propiedades intere-
santes, tanto desde un punto de vista matematico como computacional
y de aplicacion, en particular la forma de decodificacién es sencilla.
Por ejemplo el cédigo de Reed-Muller, R(1,5) de orden 1 fue usado
en 1979 por la nave espacial Mariner 9 para trasmitir fotografias en
blanco y negro de Marte. En la literatura se pueden encontrar varias
formas (equivalentes) de definir estos codigos. Para mayores detalles
sugerimos al lector consultar por ejemplo [3],[6],[8].

Sea I, el campo de los numeros binarios y sean x1, ..., X,, variables.
Denotemos por A al conjunto F»[xi,...,x,] de polinomios en las
indeterminadas xi,...,x, con coeficientes en F,. Es facil ver que
este conjunto tiene estructura de anillo (conmutativo con identidad)
con las operaciones de suma y producto usuales. Sea R el conjunto de
elementos de A con la propiedad de que ninguina variable aparece con
exponente mayor que 1. En otras palabras, R es el anillo cociente de
A modulo el ideal < x3 — x1,x3 — X2, ..., X3 — X > generado por los
monomios X% — xy, X3 — X2, ..., X3 — X, es decir,

2 2 2
R=Fslx1, ..y xnl/ < X7 —X1,X5 — X2, 000, X5y — X >

Por ejemplo si n = 3, f(x1,Xx2,X3) = X1 +X»> + X3 +X1X3+X>2X3 €sun
elemento de R, en cambio g(x1, X2, X3) = X% + X1 X2X3 NO es un elemento
de R.

El anillo R se puede escribir de la siguiente manera:

R=Rp+Ri+---+Rp+---
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donde R; denota al conjunto de elementos de A de grado d (el grado
de un polinomio se define en la forma usual, como el maximo de los
grados de sus monomios, tomando en cuenta que ninguna variable
aparece con exponente mayor a 1). Ademas, cada R; es un grupo
(aditivo conmutativo) y si f(x1, ..., xn) € Ry y g(x1, ..., Xn) € Ry, entonces
el producto fg € R,.;. Obsérvese que cada R, es casi un F,-subespacio
vectorial: el cero no esta en R; si d > 0. Por abuso de notacién, al
subespacio lineal < R; > generado por R; también se le denotara con
el mismo simbolo, R;. Lo anterior quiere decir que R es un anillo
graduado con la graduacion (natural) Rg, Ry, ... Ry, .... Es facil ver que
el F,-subespacio lineal R, tiene dimensioén 1, R; tiene dimension n,
R, tiene dimension (%), (el numero de monomios de grado 2 en las
variables x1, ..., x,). En general el subespacio lineal R; tiene dimensién
(’dl), (el nimero de monomios de grado d en las variables x1, ..., xy).

Si p esunentero tal que 0 < p < n, entonces R<, = Ry®R1®---®R,
es un [F>-subespacio lineal de dimension:

et (e (D)o (7 )+ ()

Por ejemplo si n = 4, Ry denota a las constantes, es decir, Ry = F»,
R; es el Fp-subespacio lineal de todos los polinomios de grado 1 en las
variables x1,...,x4 y tiene dimension 4; R, es el subespacio lineal de
todos los polinomios de grado 2 en las variables x1, ..., x4, por ejemplo
X1X3+XpX4 es un elemento de R»; y en general R; denota al subespacio
lineal de polinomios de grado d en esas mismas variables (d = 3, 4). Asi
si p = 3 entonces R<3 =Ryo @ Ry ® R> @ R3

Ahora estamos en condiciones de definir el codigo de Reed-Muller.

Definicion Seann > 1 y p enteros tales que 1 < p < n. El codigo binario
de Reed-Muller RM(p, n) de orden p en n variables es:

RM(p,n)=Ro®R; ®--- DR,

es decir, el cédigo RM(p, n) es el conjunto de los polinomios en n
variables (donde cada variable aparece con exponente 1) de grado a lo
mas p.

Las palabras del codigo RM(p, n) se obtienen de la siguiente manera:
cada elemento f(xi,...,X,) € RM(p,n) se puede pensar como una
funcion f : F} — F», es decir, una funcion booleana, donde F} se
puede identificar con el espacio afin de dimension n sobre el campo de
los ntmeros binarios. De hecho,

2 2 2
R=TFlx1,....xnl/ < X7 —X1,X5 — X2, .00, X5 — Xpn >

es el anillo de coordenadas de este espacio afin.
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Como F¥ tiene 2" elementos, la funcion (booleana) f(xi, ..., xy) €
RM(p,n) se identifica con el vector de longitud 2" de sus valores:
f e f(v))vemz«. Asi el codigo de Reed-Muller RM(p, n) tiene longitud
2" y su dimension es la dimension k de R<, dada anteriormente. Se
puede ver que la distancia minima de este codigo es 2™~* por lo tanto,
RM(p,n) es [2", k, 2™~ P] un codigo linear (binario).

Este codigo ha sido objeto de estudio de varios grupos de
investiacion y de un buen numero de generalizaciones, y aun se
esta muy lejos de conocer todas sus propiedades. Asimismo, las
funciones booleanas, en particular las llamadas funciones bent, estan
muy relacionadas con algunos aspectos de la criptografia de llave
secreta (o simeétrica). El estudio de estas funciones, sobre todo en
las ultimas dos décadas, ha sido muy extenso, y asi como en el caso
de los codigos de Reed-Muller, ain hay muchas cosas por investigar.
Los lectores interesados en el estudio de estos codigos y de funciones
booleanas, puede consultar por ejemplo [3].

6.4.3. El codigo Simplex. El codigo simplex, ¥, esta intimamente
ligado al codigo (binario) de Hamming ¥,: es su cédigo dual. Para
entender un poco mas este co6digo, a continuacion se da la definicion
del cédigo dual asociado a un codigo lineal.

Recordemos que siu, v € F7, su producto interno se define como:
U-V=UV+ - +UyVp
dondeu = (u1,....,Uuy) YV =01,..., Up)
SiV es un subconjunto del espacio lineal F su dual se define como:
Vi={xecF}|v-x=0VveV}

Como es facil ver, en general V' no es un subespacio lineal de FZ,
pero en el caso en que V es un subespacio lineal, V* también lo es (dar
una demostracion de este hecho).

Ahora estamos en condiciones de dar la definicion del codigo dual.

Definicion 4.3.1 El cddigo dual de un codigo lineal binario 6 es
simplemente 6.

Obsérvese que si 6 es un [n, k, d];-codigo lineal, entonces %L esun
[n,n — k, d’],-codigo lineal.

Dado que un codigo lineal tiene asociada una matriz generadora
y de paridad, las correspondientes del codigo dual estan dadas de la
siguiente manera:
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PROPOSICION 6.4.3. Si el codigo lineal binario € tiene como matriz
generadora G y matriz de paridad H, entonces H es la matriz generadora
y G la matriz de paridad del cédigo dual €+

Ahora se puede definir el c6digo simplex &,..

DEFINICION 6.4.4. El codigo simplex, ¥, es el codigo dual del codigo
de Hamming #,, es decir:
Sy =%t

Asi, como ¥, esun [2" — 1,2" —n — 1, 3]-codigo, el codigo simplex
¥, esun [2" — 1,n, d']-codigo lineal binario.

A continuaciéon se dara la matriz generadora de alginos ejemplos
del c6digo simplex.

La matriz generadora del codigo simplex &> es:

0 1 1
G = <1 0 1)
y las palabras del c6digo son:
¥» ={(000),(011),(101),(110)}

La matriz generadora del codigo simplex &5 es:

(000 |1]111
T\ G 0] G

(1) Dar todas las palabras del codigo simplex ¥s.

(2) Dar una matriz generadora del codigo simplex &,.
(3) Dar una matriz generadora del codigo simplex &,..
(4) Determinar la distancia minima del codigo simplex.

Ejercicios.

6.4.4. El codigo ISBN. Para finalizar esta serie de ejemplos, a
continuacion se describira un cédigo, el cual aunque no es lineal si
es detector de errores, y muy usado en la practica: el codigo ISBN.

Es bien sabido que actualmente todos los libros tienen un ntmero,
el ISBN, (International Standard Book Number) el cual normalmente
aparece junto con alguna otra informacién sobre el libro (autores,
editorial, etc.), sobre todo en la primera pagina. El ISBN es un nimero
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de 10 digitos, de ahi que a este codigo se le llame decimal, el cual es de
la siguiente forma:
0—387—-97812 -7

El primer digito de este nimero indica el idioma en el cual el libro
esta escrito, por ejemplo el “0” esta asociado al idioma Inglés. El
siguiente grupo de digitos esta asociado a la casa editorial, por ejemplo
Springer Verlag tiene asociado el niumero “387", el siguiente grupo de
digitos, “97812", es el niumero que la casa editorial asigna a sus libros.
El ultimo digito, “7", es un nimero detector de errores.

Veamos mas de cerca la funcion de este digito checador de errores.
A los 10 digitos de un numero ISBN, se les puede pensar como un
elemento de Z1?, donde Z;; es el campo de los enteros modulo 11. Si
X = X1 ---Xg son los primeros 9 digitos de un niimero ISBN, el décimo
digito, x19 (el digito checador), es la solucion en Z;; de la ecuacion:

X1+2X0+3X3+---+9x9+10x19=0
Como 10 = —1 en Z;1, la relacion anterior se puede expresar como:
X10 = X1 +2X2 +3X3+ -+ +9Xg

Es facil ver que en el ejemplo del nimero ISBN mencionado anterior-
mente, el digito checador es xg = 7.

Cuando el digito checador es igual a 10, la convencion es escribir
una “X".

Desde el punto de vista de la teoria de codigos, el nimero ISBN se
puede determinar de la siguiente manera:

Sea 6 el codigo lineal de longitud 10 sobre Z,; determinado por la
matriz de paridad:

H=(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10)

Es facil ver que % es un [10,9, 2] codigo lineal sobre el campo Z;
con 119 elementos. Sea J el codigo que se obtiene de € quitando
(removiendo) todas aquellas palabras que tengan un “10” en cualquier
posicion, excepto en la ultima. Obsérvese que I es un (10, 10°, 2)-codigo
no-lineal y que los elementos de este nuevo codigo son precisamente
los niimeros ISBN, por lo cual a J también se le llama el codigo ISBN.

Veamos ahora que el codigo ISBN J puede detectar un solo error
en una palabra de cédigo (un nimero ISBN).

En efecto, supongase que una palabra ¢ (nimero) ISBN es enviado
y que se recibe una palabra x que contiene un sélo error en la posicion
i. Asi el error es ae; para algun a € Z,, y la palabra recibida es:

X =C+ae;
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Como c es una palabra del codigo € y tiene la propiedad de que
H - c =0, se sigue que
H-x=H-c+H:(ae;) =ai
el cual es un producto de dos elementos distintos de cero del campo

Z11, por lo cual es distinto de cero. Por consiguiente, un solo error es
detectado en la palabra recibida x por el hecho de que H - x 0.

Ejercicio. Verificar el digito checador de errores de algunos de los
libros que tienes.



Capitulo

Codigos ciclicos

En este capitulo se introducird una de las clases mas importantes de
codigos lineales, los cédigos ciclicos, se daran algunas de sus propiedades y
ejemplos. Una de las herramientas mas importantes para la descripcion de
estos codigos es el anillo de polinomios en una indeterminada con coeficientes
en un campo finito.

7.1. Algunos ejemplos

En esta secciéon se presentaran algunos ejemplos sencillos que
motiven el concepto de cddigo ciclico.

Ejemplo 1. Sea F; un campo finito. Dado un entero positivo n,
consideremos el codigo de repeticion de longitud n:

%=1{0,0,---,0),(1,1,---,1)}

Obsérvese que % es un codigo lineal de dimension 1 y que si la ultima
coordenada de cada palabra de € se coloca al principio, se obtiene la
misma palabra. Es decir, el codigo es invariante bajo este corrimiento.

Sea #3 el codigo lineal binario de Hamming cuya matriz de paridad
es la siguiente:

T

Il
= o O
O = O
— = O
S O
_— O =
O = =
— ==

Obsérvese que las columnas de esta matriz son los elementos
distintos de cero del espacio lineal:

F3 = {(000), (001), (010), (011), (100), (101), (110), (111)}

y los elementos de este espacio lineal, en notaciéon decimal son los
numeros {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7} (el bit mas significativo es el de la derecha).

Ejercicio. Determinar todos los elementos del codigo 73 asi como
sus parametros.

57
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Ahora considerese el codigo lineal binario ¢ cuya matriz de paridad
es la siguiente:

/1001011
H={0 1 01 1 1 0
0010111

Ejercicio. Determinar todos los elementos del codigo 6 asi como
sus parametros. N

Observemos que las columnas de la matriz H son las mismas que
las de la matriz H, pero en diferente orden. De hecho la siguiente
permutacién (o su inversa) determina el orden de las columnas de
ambas matrices:

Ejecicio. Escribir la permutacion o como producto de ciclos y
determinar si es una permutacién par o impar.

El analisis anterior permite dar la siguiente definicion:

DEFINICION 7.1.1. Dos codigos lineales con matrices de paridad
H y H' son equivalentes si las columnas de H' se pueden obtener
permutando las columnas de la matriz H.

También observemos que los renglones de la matriz H tienen la
siguiente propiedad: el segundo renglén se puede obtener del primero
colocando la ultima entrada del primer renglén al principio de éste, y
el tercer rengléon se puede obtener del segundo efectuando la misma
operacion.

Ejercicio. Comprobar que los elementos del coédigo 6 con matriz
de paridad H se pueden obtener efectuando la operacion descrita
anteriormente con los renglones de la matriz H.

En base al ejercicio anterior podemos decir que el codigo € tiene la
siguiente propiedad:

Si (ag, a1, ap, as, as, as,ag) es cualquier elemento de 6, entonces el
vector (ag, ag, a1, Az, s, dg, as) también es un elemento de 6.

Este es un ejemplo de una clase de codigos lineales muy intere-
santes por sus propiedades, llamados ciclicos. La definicion formal de
un codigo ciclico es la siguiente:

DEFINICION 7.1.2. Un [n, k,d] codigo lineal € definido sobre un
campo finito es ciclico si para cada palabra (ag, ai,...,an—1) de € el
vector (a,_1, dp, a1, ..., Ay_») también es un elemento del cdédigo €.
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Ejercicio. Sea € el codigo lineal (binario) generado por los renglones
de la siguiente matriz:

10 00 011
G=0100101
001 0110
0001111

es decir, si vy, vy, V3, v4 son los renglones de la matriz G, entonces
€={a1vi+axvo+asvs+asvy : a; € Fo}
Ejercicios.
(1) Determinar los parametros del codigo 6.

(2) Determinar la distribucion de pesos del cédigo €.
(3) Determinar si existe alguna relacion entre los codigos #3 y €.

Si R denota al campo de los niimeros reales, el producto cartesiano
R"™ es un espacio lineal (real) de dimensiéon n sobre R. En este espacio se
tiene el producto interno usual: si X = (X1, X2, ...; Xn), V = V1, V2, ceey V1)
son elementos de R™, entonces,

X y=X1)1+X2Y2+ - +Xn¥n
con las propiedades usuales (de hecho es una forma bilineal en R").

De manera similar al caso real, en el espacio lineal [y también
se tiene un producto interno y su definicion es basicamente la misma
que para el caso de ]Fq": siu=(u,us,..., uy), v =(v1,Vs,..., V) son
elementos de Fg, entonces,

W-V=UV +UVp+ -+ UpUp

Este producto interno tiene las mismas propiedades que en el caso de
R™.

En el caso de R", con la ayuda del producto interno, dado un
subespacio lineal V de R", se puede definir el subespacio ortogonal
VL de V. Dado que [F; tiene un producto interno con las mismas
propiedades que en el caso de R", tiene también el mismo concepto de
subespacio ortogonal a uno dado: si U es un subespacio lineal de F",
entonces:

Ut ={velF; : v.u=0}

Con el concepto de subespacio ortogonal se puede dar la siguiente
definicion:

DEFINICION 7.1.3. Se dice que un cédigo lineal C es auto-ortogonal
si C C Ct, y el codigo C es auto-dual si C = C+.

Ejercicios.
(1) Determinar el codigo dual de 3 y de 6.
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(2) Determinar las matrices generadoras y de paridad de los
codigos #5 y 6L

(3) Determinar si los codigos #3 y % son auto-ortogonal o auto-
dual.

Una forma alternativa para describir y determinar algunas de las
propiedades de los codigos ciclicos es por medio de algunos conceptos
de Algebra Conmutativa, mas concretamente, de propiedades del anillo
de polinomios Fy[x] y del anillo cociente F4[x]/I, donde I es un ideal
del anillo F,[x].

En las siguientes lineas se recordaran algunas de las propiedades
de los anillos antes mencionados (el lector interesado puede consultar
algun texto de Algebra Conmutativa).

Sea I un campo (el cual puede ser un campo finito F,). El conjunto
de polinomios, F[x], donde bbb f es un campo, tiene la estructura de
anillo (conmutativo con identidad) con la suma y producto usual de
polinomios. Este anillo tiene las siguientes propiedades:

(1) Es un anillo euclidiano, es decir, donde es valido el algoritmo
de Euclides.

(2) Es un dominio de ideales principales (DIP), es decir, no tiene
divisores de cero propios y cualquier ideal es generado por un
elemento.

Sil=(f(x))esunideal de F,[x], generado por el polinomio f(x) de
grado n, el anillo cociente o de clases residuales modulo f(x), se puede
identificar con los polinomios con coeficientes en F,; de grado a lo mas
n — 1, es decir,

R = Falx1/(f(x)) = {ao+ar1x+ - +an_1x" ', a; € F,}

Este anillo tiene las siguientes propiedades:

(1) R, es un Fy-subespacio lineal de dimension n. Una base
natural esta dada por {1, x,x?%,...,x""'}.

(2) R, es también un anillo de ideales principales.

(3) Los ideales de %, estan en correspondencia biyectiva con los
ideales del anillo F4[x] que contienen al ideal I = {f(x)).

Como una consecuencia de esta ultima propiedad se tiene la
siguiente observacion:

Si I = g(x) es unideal de ®,, entonces cualquier representante h(x)
de la clase g(x), es decir, cualquier polinomio h(x) € F4[x] congruente
con g(x) modulo f(x), h(x) = g(x) mod f(x), es tal que h(x) divide a

J(x) (en el anillo [Fy[x]), es decir,
f(x) = q(x)h(x)
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para algun polinomio gq(x) € F,lx] (el cociente de dividir a f(x) por
h(x)).

Con la ayuda del anillo cociente descrita anteriormente se puede
dar la interpretacién polinomial de los elementos del espacio lineal F”,
de la siguiente manera:

PROPOSICION 7.1.4. Sea n un entero positivo y Ry = Fglx]/(x" — 1),
entonces la funcion
¢ :Fy — R

a=(ag,ay,..an_1) — alX)=ap+a1X+---+ap_1x"!

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Ejercicio. Dar una demostracion de la proposiciéon anterior.

Como se puede ver del resultado anterior, a nivel de espacio lineal,
lo que se puede hacer en F; también se puede hacer en %,. Pero
recordemos que R, tiene ademas la estructura algebraica de anillo,
y esta estructura adicional de %R, es la que se usarda para dar una
descripcion alternativa de los codigos ciclicos.

TEOREMA 7.1.5. Sea ¢ C Fy} un codigo lineal. Entonces 6 es ciclico
siy soélo si ¢(€¢) es un ideal del anillo R,,.

DEMOSTRACION. Veamos primero que si € es un codigo ciclico,
entonces ¢(6) es un ideal del anillo R,. Si a = (ag,a,...,an—1) € 6
entonces ¢p(a) = alx) = ag+ a1 x + -+ adp_1x"" 1 € $(46). Como € es
ciclico, a = (@n_1, g, ..., An_») € 6 y la imagen de esta palabra bajo la
funcion ¢ es:

AX) = An1 +AX +A1X° + -+ Ap_o X
dado que a(x) = xa(x) y a(x) € ¢p(@) se sigue que a(x) € Pp(€6). De
manera similar se puede ver que x*a(x) € ¢$(®) para k > 0 entero, y
como la suma y el producto de %, son asociativos, se concluye que si
h(x) es cualquier elemento de R, entonces h(x)a(x) € ¢(€) de lo cual
se sigue que ¢(6) es un ideal de R,,.

Ahora veamos que si ¢(€) es un ideal de R,, entonces el
codigo lineal € es ciclico. Sea a = (ag,aq,...,an_1) € € y alx) =
Ao+ A1X + -+ ap_1x" ' € $(@) el elemento correspondiente de
R,. Como ¢p(€) es un ideal se tiene en particular que xa(x) =
Ap_1 + AoX + A1 X° + -+ + Ap_pXx" % € ¢(6). Pero la palabra de €
correspondiente a xa(x) es (a,_1, g, ..., An_2) y dado que xa(x) € ¢p(6)
se sigue que (a,_1,4ao,-..,aAn—2) € 6, probando que 6 es un codigo
ciclico. O
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Con la ayuda de estos resultados, veamos ahora algunos ejemplos
de codigos ciclicos.

De acuerdo a las observaciones anteriores, los codigos binarios
de longitud n son precisamente los ideales (principales) del anillo
Ry = ]Fg[x]/<x" —1). SiI = (g(x)) es un ideal de R, entonces un
representante de la clase de g(x) modulo f(x), digamos g(x) divide
al polinomio x™ — 1 en el anillo Fy[x]. Por lo tanto si conocemos la
descomposicién de x™ — 1 como producto de factores irreducibles, se
tienen todos los factores de x™ — 1.

Ejemplo 1. Cédigos ciclicos binarios de longitud 3. De acuerdo a
la observacion anterior, veamos cual es la descomposicion de x3 — 1
como producto de factores irreducibles en F»[x].

Observemos que x> — 1 = (x — 1)(x®> + a1x + a,) con a;, a» € Fo[x].
?'Qué posibilidades tenemos para el polinomio g(x) = x% + a;x + a,?,
es decir, ?*Cuantos polinomios moénicos de grado 2 con coeficientes en
I, existen? Dado que los coeficientes ag,a; pueden tomar solo dos
valores, se tienen los siguientes polinomios:

X%, x%+1, xX°+x, xX’+x+1

;Cuales de estos polinomios son irreducibles sobre F,? Es facil ver
que los primeros tres no son irreducibles pero el tercero silo es. Por
lo tanto la descomposicion del polinomio x3 — 1 como producto de
irreducibles es:
X3 —1=(x-1D0%+x+1)
Por consiguiente los factores de x3 —1son: 1, x — 1, x> +x+1,x%—1
y los cédigos ciclicos binarios de longitud 3 son:
(1) 6o =(1)
(2) €1=(x—-1)
(3) €= (x*+x+1)
(4) 63 =(x’—1)
En general, a los codigos generados por los factores triviales 1 y
x" —1 de x™ — 1 se les llama codigos triviales y para ciertos propoésitos
no se toman en cuenta, solo en ocasiones para cuestiones de conteo.
Asi podemos decir que hay 4 codigos ciclicos binarios de longitud 3 de
los cuales dos de ellos son triviales.
Ahora surgen varias preguntas naturales:

(1) ;Cual es la matriz generadora de cada uno de esos codigos?

(2) ¢Cuales son sus parametros?

(3) ¢Existira alguna relacion entre el polinomio generador de un
codigo ciclico y su matriz generadora?

(4) ¢El codigo dual de un ciclico es ciclico? ?‘Cual es su polinomio
generador?
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Ejercicios.
(1) Dar una respuesta a las preguntas anteriores.
(2) Determinar todos los codigos binarios de longitud 4,5,6.

Ejemplo 2. Codigos ciclicos binarios de longitud 7.

Como se vi6 en la seccion anterior, un codigo ciclico de longitud
n sobre un campo finito F,; es equivalente a un ideal en el anillo de
polinomios Fg4[x]/(x™ — 1) y como este anillo es de ideales principales
el ideal esta generado por un polinomio el cual es un divisor en F[x]
de x™ — 1, el cual se conoce como el polinomio generador del codigo
ciclico. En esta secciéon se obtendran algunas propiedades del codigo a
partir de su polinomio generador, en particular se describira la matriz
generadora y de paridad del cédigo asi como su dimension.

7.2. Polinomio y matriz generadora

Comenzaremos por decir cual es la dimensiéon y la matriz gener-
adora de un cédigo ciclico.

TEOREMA 7.2.1. Sea 6 un cddigo ciclico de longitud n sobre el campo
Fy, y sea $ el ideal del anillo R,, = Fylx]/(x" — 1) correspondiente a €
con polinomio generador g(x) de grado v. Entonces:
(1) La dimension de 6 esn — r.
(2) Sig(x)=go+gi1x+---+g,Xx", una matriz generadora de 6 es:

90 91 92 - gr - O
G= Jgo 91 - Ir—1 Ir
go o e P “ 0. g‘}’
9(x)
_ xg(x)
xnfrflg(x)

donde en los espacios en blanco aparece un cero.

DEMOSTRACION. Si c(x) € 9, gr(c(x)) < n, entonces c(x) = q(x)g(x)
en R,, y por lo tanto:

c(x)

ax)g(x) + a(x)(x" — 1) en Fy[x]

= (q(x) + a(x)h(x))g(x) en Fy[x]

f(x)g(x) en Fylx].

donde gr(f(x)) < n —r — 1. Por lo tanto el codigo (ideal) consiste de los
multiplos del polinomio generador por polinomios de Fy[x] (no de R;,)
de grado < n — v — 1. Los polinomios g(x), xg(x), ..., x"""1g(x), un
total de n—r y multiplos de g(x), son linealmente independientes sobre
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F,. Por consiguiente el codigo tiene dimension n — v y los vectores
correspondientes son las hileras de la matriz generadora G. O

7.3. Polinomio y matriz de paridad

Veamos ahora como se obtiene el polinomio de chequeo de paridad
y la matriz de paridad de un cédigo ciclico.

Sea € = (g(x)) un codigo ciclico de longitud n sobre el campo F,
con polinomio generador g(x). Como se vi6 antes, g(x) divide a x™ — 1
en Fylx]. Asi

h(x) = (x" — 1)/ g(x) = ho + hix + - - - + hux', (hy # 0).

se llama el polinomio de paridad del codigo 6. Este polinomio tiene la
siguiente propiedad (de ahi el nombre):

Sicx)=co+c1x+ - -cp1Xx™ 1 = f(x)g(x) es un elemento de 6,
entonces:

c(x)h(x) = (f(x)g(x) h(x) = f)(x™ — 1)

lo cual implica que c(x)h(x) = 0 en el anillo R,,.
Efectuando el producto de la relacién anterior, los coeficientes de
los polinomios satisfacen las siguientes relaciones (en R,,):

n—1

> cihji=0,j=0,1,..,n—1
i=0

(los sub-indices se toman modulo ). Las relaciones anteriores son
llamadas de paridad. Si

hy -+ hy hy hg
o hy -+ hy hy hy
hy -+ hy hi hyg
h(x)
_ xh(x)
Xn—k—lh(x)

de las relaciones anteriores se tiene que si ¢ € 6 entonces Hct = 0.
Como

k = gr(h(x)) = n — gr(g(x)) = dimy, €

y los renglones de H son linealmente independientes se tiene que
Hct = 0 implica ¢ € €.
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7.4. El codigo dual

Si € es un codigo ciclico, el siguiente resultado muestra que el
codigo dual también es ciclico.

TEOREMA 7.4.1. Sea € un codigo ciclico con polinomio generador
g(x). Entonces el cédigo dual €=+ es ciclico con polinomio generador

gJ_(x) — xgr(h(x))h(x—l)
donde x™ — 1 = g(x)h(x).

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue de la expresion para la
matriz de paridad H mencionada anteriorente. [l

A gl(x) /h(0) se le conoce como el polinomio reciproco de h(x).

7.5. Algunos ejemplos

En esta seccion se daran algunos ejemplos de codigos ciclicos, su
dual y las matrices generdoras y de paridad.

Recordemos que las columnas de la matriz de paridad del cédigo
binario de Hamming 7€,, son los elementos no-cero del espacio lineal
F2*, siendo un total de 2™ — 1 elementos. Si « es un elemento
primitivo del campo F,», los elementos no-cero de este campo son
{1, x, &%, ..., x*"~2}, los cuales estan en correspondencia biyectiva con
las columnas de la matriz H. Por consiguiente la matriz H se puede
identificar con la matriz

H=(1,&05,.. 0" 2

donde cada entrada se reemplaza por la columna correspondiente de
la matriz de paridad de 7, . Por ejemplo, para el codigo #3 se tiene
que:

0O 01 01 1 1
H=1,0 0% 0, 0*,0,6%=10 1 0 1 1 1 0
1 0 01 0 1 1
donde & es un elemento primitivo del campo F,3 y satisface la relacion
oB+x+1=0.

Por consiguiente, un elemento ¢ = (cg, €1, ..., Cn_1) € ¥y, siy solo si
Hct = 0siysolosico+c) o+ - -+cp_ 161 = 0siysoélosic(x) =0, donde
c(x)=co+ci1x+---cp_1x" ! es el polinomio asociado a la palabra c.

El codigo de Hamming %3 generado por g(x) = x3+x+1 tiene como
polinomio de paridad: h(x) = (x’ — 1)/(x* +x+1) = (x + D)(x3 +x? +1) =
x* + x%2 + x + 1 y por lo tanto la matriz de paridad correspondiente es:

~ 10111
H-= 10111
10111
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7.6. El codigo de Reed-Solomon

Uno de los cédigos lineales detectores-correctores de error mas
usados en la practica (CD’s, DVD’s, comunicacion inhalambrica, etc.)
es el codigo (binario) de Reed-Solomon. En esta seccion se recordara
su definicion y algunas propiedades basicas. Para mayores detalles el
lector puede consultar, por ejemplo los libros de MacWilliams-Sloane o
Huffman-Pless.

En la literatura existen varias definiciones (equivalentes) del c6digo
de Reed-Solomon. En las siguientes lineas se describira éste usando
una definicién que permite definir otros cédigos (pero que no se hara
aqui por razones de espacio).

Sea F; un campo finito con g = p” elementos y sea I' = F; \ 0. Sea
kunenterotalque 0 < k<n=q-—1y Ry = Fq[x]/(xk — 1) el anillo
de las clases residuales de polinomios con coeficientes en I, modulo el
ideal generado por el polinomio x* — 1. Este anillo se puede identificar
con el siguiente conjunto:

R ={fxX)=ap+aix+---+an1x"" ', a; €F,}
Considerese la funcion evaluaciéon sobre el conjunto I
evr : Ry — Ty, evr(f(x) = (f(Y)yer-

Es facil ver que esta funcion es Fy-lineal y por consiguiente su
imagen es un subespacio lineal sobre este campo. El codigo de Reed-
Solomon sobre F,; se define como:

RS4(k) = Im(evr).

Si « € F; es un elemento primitivo entonces T = {1,«,
o, ..., 172} =F, \ {0}, la funcion evaluacion se puede escribir como:

evr(f(x)) = (f(1), f(00), f(0?),..., f(ai™?)).

Los parametros de este codigo estan dados en el siguiente

TEOREMA 7.6.1. Con la notacion anterior RS;(k) esun[q — 1,k,n —
k + 1] codigo lineal sobre F,;. Mas aun RS,(k) es ciclico.

DEMOSTRACION. Es obvio que la longitud del co6digo es g — 1. Como
la funcion evaluacion es [Fy-lineal e inyectiva y Ry es de dimension k,
el codigo tiene dimension k. Como cualquier polinomio de grado < k
puede tener a lo mas k — 1 raices, se sigue que la distancia minima d es
tal que d > n — k + 1. De esta relacion y la cota Singleton se concluye
qued=n—k+1. O

Este es un ejemplo de la clase de cédigos llamados MDS (Maximum
Distance Separable), es decir, donde la longitud n, dimension k y
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distancia minima d del c6digo satisfacen la relacion:
d=n—k+1.

A continuacion se dara un ejemplo del codigo de Reed-Solomon.

SeaFy = {0,1, &, 0(2}, donde o®> = x + 1, el campo con 4 elementos
y sea R3 = {ag + a1 x + axx?® : a; € Fy}. Es facil ver que este espacio
vectorial tiene como base B = {1, x, xz}, asi que tiene dimension k = 3
y por lo tanto tiene 43 = 64 elementos. Como RS4(3) = Im(evy) y la
funcion evr es inyectiva, para tener una matriz generadora de este
codigo basta ver cual es la imagen de B bajo este mapeo. Efectuando
los calculos se tiene que una matriz generadora del codigo RS4(3) es:

1 1 1
G=|1 o o?
1 & «

En este ejemplo se puede ver que el tercer renglén de la matriz
se obtiene del segundo haciendo un corrimiento y por lo tanto que el
codigo es ciclico.

Ejercicio. Determinar la distribuciéon de pesos del codigo RS4(3). En
particular dar (al menos) una palabra cuyo peso de Hamming sea igual
a la distancia minima del cédigo.






Capitulo

GAP

GAP (Group, Algorithm, Programming) es un sistema libre de
restricciones de uso que contiene una libreria de funciones la cual
implementa operaciones algebraicas, entre otros temas. Es usado para
el estudio de grupos, anillos, espacios vectoriales, algebras, etc. El
usuario puede facilmente investigar, modificar y extender las funciones
de la libreria para su uso especial. Ademas cuenta con paquetes que
implementan funciones para el estudio de areas especificas como teoria
de codigos, factorizacion de enteros, algebras, etc. Se puede descargar
de la pagina http://www.gap-system.org/, en la cual se encuentran
manuales, asi como mayor informacion sobre este sistema y los
paquetes con los que cuenta. En este capitulo mostramos algunos
ejemplos de campos finitos y codigos utilizando GAP y el paquete
GUAVA que contiene implementacion de funciones parala construccion
y analisis de codigos detectores-correctores de error.

8.0.1. Operaciones basicas. Para familiarizarse con GAP primero
veremos algunas operaciones basicas. Al iniciar una sesion en GAP
aparece un promp (gap>), después del cual podemos dar instrucciones
al sistema. Al final de cada instruccion se escribe un punto y coma (;).
Para terminar una sesion se utiliza la instruccion quit;.

Los operadores aritméticos son: +, *, -, /, mod, ~
Ejemplo:

gap> 3+4;

7

gap> 5%9;

45

gap> 4/16;

1/4

gap> Int(7/3);

2

gap> 7 mod 3;

1

gap> 579;

1953125

gap> 9.75;

Syntax error: ; expected
9.75;

69
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Para cada fraccién GAP calcula su equivalente irreducible y no
acepta numeros con punto decimal.

Operadores logicos: and, or, not . Estos operadores actiian sobre
valores booleanos (true o false). Por ejemplo

gap> true and false;
false

gap>not (true);

false

gap> true or false;
true

Operadores de comparacion: =, <>, <, <=, >, >=. Al emplear estos
operadores obtenemos como resultado un valor booleano.

gap> 9>17;

false

gap> 13=13;

true

Las variables en GAP se definen como una sucesion de letras y
digitos que tienen asignado un valor. Para asignar un valor a una
variable se utiliza el operador :=. Por ejemplo:

gap> x:= 29; y:= 31;

29

31

gap> x"2+y"2;

1802

Se pueden dar varias instrucciones en una misma linea las cuales
deben separarse con un punto y coma (;), el resultado de cada

instruccién aparecera en el mismo orden en que fueron introducidas.

Una lista es una coleccion de objetos separados por comas Vy
encerrados entre paréntesis rectangulares ([...]). Los elementos de una

lista pueden ser de tipos diferentes o del mismo tipo:

gap> 1l:= [35,98,76,71;
[35,98,76,7]

gap> 11:= ["hola",5,32,’r’];
["hola",5,32,°r’]

Para agregar un elemento al final de una lista utilizamos la

instruccion Add, por ejemplo:

gap> Add(1,9);
[35,98,76,7,9]

Por ultimo, podemos crear funciones, escritas en lenguaje de GAP,
que devuelven algiin resultado. GAP incluye funciones que pueden ser
de nuestra utilidad, como:

gap> Factorial(5);

120

gap> Print ("HOLA\n");

HOLA

gap> IsPrime(15687031);
true
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Para definir una funcion sencilla la sintaxis es: nombre := entrada
-> salida. Por ejemplo:

gap> cuad:=x -> x72;

function( x ) ... end

gap> cuad(150);
22500

8.0.2. Cédigos. El paquete GUAVA de GAP cuenta con funciones
utiles para la creacion de codigos lineales y ciclicos, para construir
un nuevo codigo a partir de otros dos, y para obtener los parametros
importantes de los codigos, sin embargo el usuario puede implementar
sus propias funciones.

Comenzaremos con algunos ejemplos de funciones que permiten
obtener codigos lineales sobre el campo de los nimeros binarios a
partir de la matriz generadora o de la matriz de chequeo de paridad
en su forma estandard y algunas otras que permiten obtener el peso
de una palabra del cédigo, calcular la distancia entre dos palabras y
obtener la distribucion de pesos de un co6digo lineal binario y su dual.

Las siguientes funciones permiten obtener los elementos de un
co6digo binario a partir de su matriz de chequeo de paridad o su matriz
generadora en su forma estandard.

gap> InputLogTo("ElementsCode.g");

gap> ElementsCodeG:=function(G)

> local c,i,j;

> c:=[0%G[1]];

> for i in [1..Length(G)] do

> for j in [(i+1)..Length(c)] do

> if ((c[il+c[j]) mod 2) in c then;
> else Add(c, ((c[il+c[j]) mod 2));
> fi;

> od;

> od;

> return c;;

> end;

function( G ) ... end

gap> ElementsCodeH:=function(H)

> local I,S,C,i;

> I:=IdentityMat (Length(H[1]));
> S:=SourceStrings(I);;
> C:=[1;

> for i in [1..Length(S)] do
> if 1 in Syndrome(H,S[i]) then;
> else Add(C,S[il);
> fi;

> od;

> return C;

> end;

function( H ) ... end
gap> InputLogTo();

Estas funciones son almacenadas en el archivo ElementsCode.g,

para leer el archivo y poder utilizar las funciones en Gap debemos
utilizar la instruccion Read(“ElementsCode.g"). Por ejemplo:
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gap> Read("ElementsCode.g");

8. GAP

InputLogTo: can not close the logfile at

CLOSE_INPUT_LOG_TOQ);
gap> G:=[[1,0,0,1,11,[0,1,0,0,1],[0,0,1,1,011;;

gap> PrintArray(G);

rc 1, o, o, 1, 11,
[ o, 1, 0o, 0o, 11,
[ o, 0, 1, 1, 0]

gap> C:=ElementsCodeG(G);;

gap> PrintArray(C);

rctc o, o, o, o, 01,
[ 1, o, o, 1, 11,
[ o, 1, 0, O, 11,
[ o, o, 1, 1, 01,
[ 1, 1, o0, 1, 01,
[ 1, o, 1, 0, 11,
[ o 1, 1, 1, 11,
[ 1, 1, 1, 0, 011

gap> H:=[[1,0,1,1,0],[0,1,0,0,11];;

gap> PrintArray(H) ;

rc i1, o, 1, 1, 01,
[ o, 1, 0, O, 111

gap> Cl:=ElementsCodeH(H);;
PrintArray(C1);
Lt o, o, o,

> >

I R o R N}
O OO~
= =2, O OO
H OKRRKFEOOR
P, OROR OO
B HE, R OFROOO
[ S S S

—

Ejercicios.
(1) Comprobar que los elementos de los cédigos C y Cl1 son
correctos.

(2) Obtener los elementos del codigo dual de C y C1, respectiva-
mente.

Si tenemos la matriz generadora en su forma estandard podemos
obtener la matriz de chequeo de paridad y viceversa. Las siguientes fun-
ciones permiten hacer ésto. Recuérdese que al hacer la implementacion
de una funcion en GAP se debe guardar en un archivo y para poder

utilizar las funciones hay que leer el archivo.

ParityCheckMatrix:= function(G)
local H,I,M,i,j,k;

H:= [1;
M:= [1;
for i in [1..Length(G)] do

for j in [(Length(G)+1)..Length(G[i])] do
if j=(Length(G)+1) then M[i]:= [G[i][j1];
else Add(M[i],G[i][j1);
fi;

od;

(-1*TransposedMat (M)) mod 2;
IdentityMat (Length(M));

k in [1..Length(M)] do

H[k]:= Concatenation(M[k],I[k]);
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return H;
end;

GeneratorMatrix:= function(H)

local G,I,M,i,j,k;

G:= [1;

M:= [1;

for i in [1..Length(H)] do

for j in [(Length(G)+1)..(Length(H[1])-Length(H))]

if j=(Length(G)+1) then M[il:= [H[il[j]];
else Add(M[il,H[i]1[j1);

fi;

od;
od;
M:= (-1*TransposedMat(M)) mod 2;
I:= IdentityMat(Length(H[1])-Length(H));
for k in [1..Length(I)] do

G[k]:= Concatenation(I[k],M[k]);
od;
return G;
end;

Por ejemplo:
gap> H:= ParityCheckMatrix(G);;

gap> PrintArray(H);

[r 1, o, 1, 1, 01,
[ 1, 1, 0, 0, 111

gap> LogTo();

73

do

Teniendo la matriz de chequeo de paridad y la matriz generadora
de un codigo lineal C es facil obtener los elementos del codigo dual C+.
Ahora nos interesa obtener la distribucion de pesos de estos codigos,
para lo cual necesitamos las siguientes funciones:

TableWeight:= function(C)
local i,j,w,n;
w:= [1; for i in [1..Length(C)] do
n:= 0;
for j in [1..Length(C[i])] do
if C[i][j] <> O then
n:= n+l;
fi;
od;
wl[il:= n;
od;
return w;;
end;

Weight:= function(C)
local W;

W:= TableWeight(C);;
Unbind(W[1]);

return Minimum(W);
end;

WeightDistribution:= function(C)
local W,A,n,i,j,k;

A:=[1;

W:= TableWeight(C);;

for i in [0..Length(C[1])] do
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n:= 0;
for j in [1..Length(W)] do
if i=W[j] then n:=n+1;
fi;
od;
Add(A,n);
od;
return A;
end;

WeightTable:= function(C,CD)
local A,A1,i;
A:= WeightDistribution(C);;
Al:= WeightDistribution(CD);;
Print ("\n\t\t\tW |C | CD\n"); Print("\t\t\t-——--——--——-——-———- \n");
for i in [1..Length(A)] do
if (i-1) < 10 and A[i] < 10 then

Print ("\t\t\t",i-1," |  ",A[il," | ",A1[i]l,"\n");
elif (i-1) < 10 and A[i] > 10 and A[i] < 100 then
Print ("\t\t\t",i-1," | "LOALLD L | "oAL[i],"\n");
elif (i-1) < 10 and A[i] >= 100 then
Print ("\t\t\t",i-1," | "LALLDL, | ",A1[i],"\n");
elif (i-1) >=10 and A[i] >= 100 then
Print("\t\t\t",i—l,“ I ||’A[i] ,|I | l|’A1 [1] ’|l\nll);
elif (i-1) > 10 and A[i] < 10 then
Print ("\t\t\t",i-1," |  ",A[il," |  ",A1[i],"\n");
elif (i-1) > 10 and A[i] > 10 and A[i] < 100 then
Print ("\t\t\t",i-1," | "LALLT," | ",A1[i],"\n");
elif (i-1) > 10 and A[i] >= 100 then
Print ("\t\t\t",i-1," |  ",A[i]," |  ",A1[il,"\n");
else Print("falta");
fi;
od;
end;

Tomando el mismo codigo de los ejemplos anteriores tenemos lo
siguiente:

gap> PrintArray(H);

rrt 1 o 1, 1, 017,
[ 1, 1, o, 0o, 111

gap> CD:=ElementsCodeG(H);;

gap> PrintArray(CD);

[t o o, o, o, 01,
[ 1, o, 1, 1, 01,
[ 1, 1, o, o0, 11,
[ o, 1, 1, 1, 111

gap> WeightTable(C,CD);

Se obtiene el co6digo dual y obtenemos la tabla de distribucion de
los pesos, en donde la columna W representa el peso de las palabras, la
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columna C contiene el numero de palabras del codigo con peso i, y la
columna CD contiene el nimero de palabras del codigo dual con peso i.
A partir de ésto podemos obtener el polinomio enumerador de pesos,
tanto del codigo C como de su dual C+.

Otros ejemplos de funciones utiles para codigos lineales son las
siguientes:

Distance:= function(c,d)

local i,x,n;

n:=0;

x:=(c-d) mod 2;

for i in [1..Length(x)] do
if x[i] <> O then n:= n+1;
fi;

od;

return n;

end;

Syndrome:= function(H,codeword)

return (H*codeword) mod 2;

end;

La primer funcién permite obtener la distancia entre dos palabras
del coédigo (métrica de Hamming) y, una vez calculada la matriz de
chequeo de paridad, la segunda funcién ayuda a obtener el sindrome
de una palabra del codigo.

Ahora bien, utilizaremos el paquete GUAVA para el estudio y
construccion de codigos lineales y ciclicos sobre cualquier campo
finito. Para poder trabajar con este paquete es necesario cargarlo

desde el sistema GAP:
gap> LoadPackage("guava","2.1");

Con ésto ya podemos emplear las funciones contenidas en GUAVA.
Empezaremos por dar un ejemplo de la construccion de un cédigo
ciclico de longitud n a partir de su polinomio generador. Para ésto
debemos definir el campo finito sobre el cual se construira el codigo,
declarar la indeterminada con la cual se representara el polinomio

generador y la longitud del cédigo.

gap> F:=GF(2);;

gap> x:=Indeterminate(F,"x");;

gap> p:=RandomPrimitivePolynomial(F,3);

x"3+x72+Z(2)"0

gap> n:= 7;;

gap> C:= GeneratorPolCode(p,n,F);

a cyclic [7,4,1..3]1 code defined by generator polynomial over GF(2)

En este caso su polinomio irreducible sobre el campo GF(2) es
x"3+x"2+1, generador de un [7,4,3]-cédigo ciclico, cuyos elementos
son:
gap> Elements(C);
[[ooO
[01
[10

=R on

C;
00
11
01

ocoooB8
ocoooB

0
0
1

[EE—
— e
= O O
O = O
o O o
e
== O
= O R
O O
[EE———
e
= O O
o = O
o e
o O O
O O =
= O K
== O
— e
= O O
o = O
o
o
O O~
o = O
O O =
[EEE—



76 8. GAP

[1t100010],[1101001],[1110100],[11111111]]

Podemos obtener facilmente la matriz de chequeo de paridad y la

matriz generadora, asi como la distancia minima del codigo ciclico.
gap> MinimumDistance(C);
3
gap> G:=GeneratorMat(C);;
gap> Display(G);
1.11. ..
.1 011,
L1011
[ A |
gap> H:=CheckMat (C);;
gap> Display(H);
111.1. .
.11 1.
o1 1.1
gap> r:= CodewordNr(C,3);
[0010110]

Ejercicio Dar otro polinomio irreducible sobre GF(2) de grado 3 y
obtener los elementos del codigo ciclico generado por este polinomio.

1
1

Los elementos de un [n, k]-codigo lineal sobre algin campo finito

GF(p), pueden ser obtenidos de la siguiente forma

gap> F:= GF(2);

gap> n:= 10;; k:= 3;;

gap> L:= RandomLinearCode(n,k,F);

a [10,3,7] randomly generated code over GF(2)
gap> Elements(L);

[[0o000000000],[0000010101]1,[00001001101,
[0o000110011],[1110001110]1,[11100110111],
[11101010001]1,[111011110117]1]

gap> Size(L);
8

gap> MinimumDistance(L);
3

Teniendo los elementos de un cédigo podemos obtener sus
matrices generadoray de chequeo de paridad, sus parametros (distancia
minima, dimension, longitud de las palabras), la distribuciéon de pesos,
el polinomio enumerador de pesos, la tabla de sindromes, su cédigo
dual, el arreglo estandard, codificar y decoficar palabras. Ademas
podemos verificar si se trata de un codigo ciclico, de ser asi podemos
obtener su polinomio generador y su polinomio de chequeo. Por

ejemplo, para el codigo de Hamming H3 tenemos lo siguiente
gap> H:=HammingCode(3) ;
a linear [7,4,3]1 Hamming (3,2) code over GF(2)
gap> WordLength(H);
7
gap> Redundancy (H) ;
3
gap> MinimumDistance (H);
3
gap> IsPerfectCode(H);
true
gap> MinimumWeightWords (H)
[[10000111,[01
[1t0011001]1,[00

H



8. GAP 77

[11100001]1
gap> WeightDistribution(H);
[1, 0,0, 7, 7,0, 0, 11
gap> CodeWeightEnumerator (H) ;
XTT+T*X"4+T*x"3+1
gap> CodeMacWilliamsTransform(H);
T*x"4+1
gap> c:=Random(H);
[0001111]

[L[000O0O

L
L
L

— e
[eNeNe}
O O =
o O o
o = O
o © o

0O~ 0 O0Oo

(
0
0
0
0
H

gap> IsLinearCode (H);

true
gap> IsPerfectCode (H);
true

Obsérvese que la funcion CodeMacWilliamsTransform(H) permite
obtener un polinomio de la forma:

fl) =) Cixt
i=0

donde C; es el nimero de palabras con peso i del cédigo dual H3L.
De manera similar, la funcion CodeWeightEnumerator(H) da como
resultado un polinomio en la forma:

n
f) =Y Aix!
i=0
donde A; es el numero de palabras con peso i de Hs.

El siguiente ejemplo muestra como obtener los elementos de un
[10,3]-codigo lineal sobrel el campo GF(3).

L:= RandomLinearCode(10,3,GF(3));

a [10,3,7] randomly generated code over GF(3)
gap> Size(L);

27

gap> MinimumDistance(L);

4

gap> LD:=DualCode (L) ;

a linear [10,7,1]2..3 dual code

gap> Size(LD);

2187

gap> L!.Dimension;
3

gap> LD!.Dimension;
7

Una de las ventajas del paquete GUAVA es que contiene funciones
para la construccion de co6digos sobre un campo finito arbitrario. Por

ejemplo, es facil obtener un [7,2]-c6digo lineal sobre el campo GF(11):
gap> L:= RandomLinearCode(7,2,GF(11));
a [7,2,7] randomly generated code over GF(11)
gap> Size(L);
121
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gap> LD:=DualCode(L);
a linear [7,5,1..2]2 dual code
gap> Size(LD);

161051

gap> L!.Dimension;
2

gap> LD!.Dimension;
5

Note que el nimero de elementos del codigo dual, LD, es grande
comparado con el nimero de elementos de L. El lector puede cambiar
los parametros (n,k) para generar codigos lineales o ciclicos con mas
elementos.

Otro co6digo que es posible construir con GUAVA, es el codigo de
repeticiéon de longitud 7 sobre el campo de los nimeros binarios, se
puede hacer sobre cualquier campo finito, y es ciclico, ésto lo podemos
verificar de la siguiente manera

gap> R:=RepetitionCode(7,GF(2));

a cyclic [7,1,7]3 repetition code over GF(2)
gap> IsCyclicCode(R);

true

gap> CheckPol(R);

x_1+Z(2)°0

gap> GeneratorPol(R);
x_176+x_1"5+x_1"4+x_1"3+x_1"2+x_1+Z(2)"0
gap> G:=GeneratorMat(R);; Display(G);
1111111

gap> H:=CheckMat(R);; Display(H);

..... 11

gap> Elements(R);

[[0000000], [11111111]1]
gap> RD:=DualCode(R);

a cyclic [7,6,2]1 dual code

gap> IsCyclicCode(RD) ;

true

gap> GeneratorPol(RD);

x_1+Z(2)"0

gap> CheckPol(RD);
x_176+x_1"5+x_1"4+x_1"3+x_1"2+x_1+Z(2)"0
gap> IsPerfectCode(R);

true

gap> Size(RD);

64

gap> c:=Random(RD) ;

[1011010]

gap> PolyCodeword(c);
x_175+x_1"3+x_1"2+Z(2)"0

La instruccion PolyCodeword(c) permite expresar una palabra
del codigo como un polinomio, de esta manera podemos hacer

operaciones entre los elementos del cédigo. Ahora que tenemos la
matriz generadora y el polinomio generador del c6digo una pregunta
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natural es jqué relacion hay entre ambos?, 1o mismo ocurre para la
matriz de chequeo de paridad y el polinomio de chequeo.

A partir de los codigos que ya tenemos, es posible construir otros
codigos, un ejemplo es el codigo extendido de Hamming.

gap> H:=HammingCode(3);

a linear [7,4,3]1 Hamming (3,2) code over GF(2)
gap> HE:= ExtendedCode (H) ;

a linear [8,4,4]2 extended code

gap> G1:=GeneratorMat (H);; Display(G1);

111 .
1..11. .
10101
11 .1. .1
gap> G2:=GeneratorMat (HE);; Display(G2);
111 .1
1111 ..
1.11 .1
oo 1111
gap> Size(HE);
16
gap> MinimumDistance (HE) ;
4
gap> HE!.Dimension;
4

Otro ejemplo, es el codigo de Reed-Muller

gap> R:=ReedMullerCode(1,3);
a linear [8,4,4]2 Reed-Muller (1,3) code over GF(2)
gap> Size(R);
16
gap> MinimumDistance(R) ;
4
gap> R!.Dimension;
4
gap> RG:=GeneratorMat(R);; Display(RG);
11111111

... 1111
o110 011
1.1 .01 01
gap> R2:=AugmentedCode (R, ["00000011","00000101","00010001"]) ;
a linear [8,7,1..2]1 code, augmented with 3 word(s)
gap> G:=GeneratorMat(R2);; Display(G);
11111111

111

1
- . 1
1.1 .01 01
1
1

P A |

gap> R2=ReedMullerCode(2,3);
true

gap> Size(R2);

128

gap> R2!.Dimension;

gap> MinimumDistance(R2);
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Obsérvese que a partir del codigo (1,3) de Reed-Muller se construye
otro utilizando la instrucciéon AugmentedCode () y el codigo resultante
es igual al (2,3) de Reed-Muller.

En general, el paquete GUAVA contiene funciones que per-
miten obtener otros coédigos tales como Reed-Solomon, BCH, Goppa,
geomeétrico-algebraicos, entre otros.
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